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ZALAI ERNO

Miiszaki és gazdasagi hatékonysag
Koopmans termeléselméletében

Koopmans gyakorlati problémak megoldasa soran szerzett tapasztalatait altalanol!
sitva fogott hozza a linearis tevékenységelemzési modell kidolgozasahoz. Meglepddve
tapasztalta, hogy a korabeli kézgazdasagtan nem rendelkezett egységes, kell6en
egzakt termeléselmélettel és fogalomrendszerrel. Uttdré dolgozataban ezért — mint[]
egy a linearis tevékenységelemzési modell elméleti kereteként — lerakta a technold[]
giai halmazok fogalman nyugvo axiomatikus termeléselmélet alapjait is. Nevéhez fill
z6dik a termelési hatékonysag és a hatékonysagi arak fogalmanak egzakt definicioll
ja, s az egymast kélcsdondsen feltételez6 viszonyuk igazolasa a linearis tevékenységl]
elemzési modell keretében.

A hatékonysag manapsag hasznalatos, pusztan miiszaki szempontbdl értelmezett
definiciojat Koopmans csak sajatos esetként targyalta, célja a gazdasagi hatékony[]
sag fogalmanak a bevezetése és elemzése volt. Dolgozatunkban a linearis prograll
mozas dualitasi tételei segitségével rekonstrudljuk ez utébbira vonatkozé eredmél]
nyeit. Megmutatjuk, hogy egyrészt bizonyitasai egyenértékiiek a linearis programol]
zas dualitasi tételeinek igazolasaval, masrészt a gazdasagi hatékonysagi arak voltal |
képpen a mai értelemben vett arnyékarak. Ramutatunk arra is, hogy a gazdasagi hall
tékonysag értelmezéséhez megfogalmazott modellje az Arrow—Debreu-McKenzie-féle
altalanos egyensulyelméleti modellek kézvetlen el6zményének tekinthetd, tartalmazta
azok szinte minden lényeges elemét és fogalmat — az egyenstulyi arak nem masok,
mint a Koopmans-féle hatékonysagi arak. Végezetiil tjraértelmezzitk Koopmans moll
delljét a vallalati technologiai mikrookonomiai leirasanak lehetséges eszkozeként.
Journal of Economic Literature (JEL) kéd: B23, B41, C61, D20, D50.

Az id§ szdr és rostal. Nem vakon, de nem is hibatlanul. Ahol hidnyzik a sz(irés empill
rikus alapja, ott az utékor szubjektiv és haszonelvl képviselSi rostalnak, legitimaciot
keresve sajat dolgozataikhoz vagy eszméikhez a neves el6dok munkdiban. Az idézett
klasszikusok miveit eredetiben olvasva, gyakran megfigyelhetS, hogyan valogatnak az
utédok eredményeik koziil, eredeti kozegébdl kiragadva nemegyszer meg is masitva
azokat. Ez al6l még - mint megmutatjuk — a neoklasszikus matematikai kdzgazdasagll
tan vezéralakja, a Nobel-dijjal mar életében halhatatlanna tett Koopmans sem volt kil
vétel. Koopmans, a Cowles kutatdcsoport tudomanyos igazgatéjaként, jelentds szerel
pet jatszott a modern matematikai kozgazdasagtani kutatasi fGirdnyok kialakitdsiaban.
Az § szellemi iranyitasa mellett sziilettek meg tobbek kozott az 4ltalanos egyensulyell
mélet absztrakt, formalizalt modelljei, amelyek mind a mai napig meghatarozzdk a ol
dramu kozgazdasagi kutatdsokat.

Zalai Erné akadémikus, a BCE tanszékvezet§ egyetemi tandra.
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A természettudomanyos alapképzettségi Koopmans' els6 kozgazdasiagi munkaiban még
egyiitt szerepelt az elmélet, a mddszer és az empirikus alkalmazas. Hasonl6 képzettségd
tarsaival egylitt Koopmans is egyre kényszeritébben érzékelte, hogy ,az egzaktsag hiall
nya mindig a fogalmi tertiletr6l ered” (Neumann [1956]), illetve hogy a kozgazdasagtan
tertiletén hidnyzik a ,kelléen megbizhatd kisérleti alap” (Debreu [1991]). Ezzel is mal
gyarazhat6, hogy Koopmans figyelme is fokozatosan az elméleti fogalmak tisztazasa, a
tiszta tudomdny felé fordult. Ez az altalanos hangsulyeltol6das vezetett egyébként a kvanl
titativ gazdasagi kutatasok (a korabeli ,,0konometria”) differencidlédasahoz, a gyakorlati
orientacidji dkonometria és operdcidkutatds, valamint a tilzott elvontsdga miatt gyakran
biralt matematikai kézgazdasagtan szétvalasahoz.

A Koopmans {6 érdemének tartott, 1951-ben megjelent Analysis of production as an
efficient combination of activities cim( dolgozatdnak tdjraolvasdsa® tobb tanulsagot is
magaban rejt az eszmetOrténet irdnt érdekl6dS olvasd szdmdara (Koopmans [1951a]).
Mindenekel6tt impondld, ahogyan a korabban sziik mddszertani teriiletekkel foglalkozo
Koopmans 1946 és 1950 kozott (nagyjaban ebben az idGszakban késziti el a dolgozat
kiilonbozd valtozatait) kibGvitette kdzgazdasagtani ismereteit, s ezzel parhuzamosan az
eredendGen operacidkutatasi indittatdsi modelljének elméleti érvényességi korét.

A dolgozataban kozolt eredményei messze tilmutatnak a linedris tevékenységelemzéll
si modellen, bar ma mar tobbnyire csak ezt emlegetik munkdja kapcsan. Dolgozata
gyakorlatilag készen kindlta az elméleti keretet és az épit6kdveket az irdnyitasa mellett
dolgozé Arrow és Debreu szdmara (Arrow-Debreu [1954]), illetve (a kissé érdemtelel
niil héttérbe szoritott) McKenzie-nek (McKenzie [1954]) az altalanos egyensily mol
dern modelljének megfogalmazasdhoz és az egyensily létezésének bizonyitdsdhoz.
Voltaképpen mar ,,csak” a haztartasi viselkedés Hicks, illetve Samuelson 4ltal kidolgol
zott elméletével kellett kib&vitenilik Koopmans ,,félkész” altalanos egyenstlyi modelld
jét, és ujra felfedezniiik, Kakutani és Nash kozvetitésén keresztiil, Neumann Janos
fixponttételes korai bizonyitasat.?

A dolgozat egy masik, hatdsaban természetesen kisebb hordereji eredménye a termell
l1és mtszaki és gazdasigi hatékonysiganak cimben jelzett megkiilonboztetése, amelyet a
vonatkozé tankonyvek és irodalmak - magyardzhatd, de érthetetlen médon - teljesen
melléznek. Egy olyan érdekes és sziikséges distinkciérél van ugyanis sz, amelynek
igenis helye van az 4ltalanos egyenstlyelméletre épiil6 modern kdzgazdasagtanban.

S végiil a dolgozat egy harmadik érdekességét a haszndlt matematikai apparatus, a
linearis egyenl6tlenségrendszerek és a konvex polihedrikus kiipok elmélete jelenti. Ez a
matematikdnak egy igen érdekes teriilete, amely — a Farkas-lemmatdl kezdve, a nevezell
tes alternativatételeken at, a linedris programozéassal bezardlag — az optimdlis megoldal
sok 1étezésének €s a dualitasi tételek alapjat szolgaltatja. De ezek oktatdsa nincs benne a
kozgazdaszképzés készségekkel és szakértelemmel kapcsolatos kovetelményrendszerél
ben, ezért Koopmans bizonyitdsai egy nem matematikus végzettségli kozgazdasz szamal
ra nehezen kovethetSk.

! 1933-ban szerzett egyetemi diplomat Utrechtben matematika és elméleti fizika szakon, és Leidenben
sokra iranyult.

2 Ehhez pedig a kozgazdasagi Nobel-dijasokrdl sz6l6 kotet Koopmansrdl szOl6 fejezetének megirdsara
sz016 felkérés adta az apropét. Cikkem Bekker Zsuzsa altal szerkesztett kotetben megjelent tanulmanyom
atdolgozott, mindenekeldtt bizonyitdsokkal kiegészitett és mas részeket elhagyd, jelentdsen atdolgozott vall
tozata (Zalai [2005]).

3 Az maér egy kiilon vizsgélat targyat képezi, miért csak Arrow-Debreu modellként citdljék ezt az eredl
ményt, és miért csak Kakutani és Nash hozzdjaruldsat ismerik el a fixponttételes bizonyitds kapcsdn (hiisag
vasara?).
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Dolgozatomban ezért a linedris programozas egy t6rdl fakadd, de ismertnek feltételezl
het§ dualitési tételeit fogom felhasznalni Koopmans megallapitasainak bizonyitdsara,
megmutatva ezzel, hogy azok nem masok, mint a dualitasi tételek bizonyitasai. Koopmans
[1951bh]-ben egyébként ott szerepelt Dantzigék beszdmoldja a linedris programozasi fell
adatokrdl és a szimplex mddszerrdl, illetve Gale 6néll6, valamint Kuhnnal és Tuckerrel
kozos dolgozata is (Gale [1951], Gale-Kuhn-Tucker [1951]). Ezek mar tartalmaztak a
linedris programozas alapvetd tételeit.

Dolgozatomban tehat egyrészt szeretném felhivni a figyelmet a termelés hatékonysal
ganak mellézott gazdasagi definicidjara, masrészt Koopmans fémtivének eszmetorténeti
jelentdségére, harmadrészt a linearis programozas dualitasi tételeire alapozva, attekintd
hetébb és egyszerlbb alternativ utat ajanlok Koopmans tobb tételben megfogalmazott,
mindenekel6tt a hatékonyséagi drak az drnyékarak kapcsolatdra vonatkoz6 éllitdsainak bizol
nyitdsara. Megerdsitem Koopmans egyes Allitasait (bevezetve a szikos eréforrasok fogall
mat), és ramutatok arra is, hogy a gazdasigi hatékonysidg modellje az Arrow-Debreu-
McKenzie-féle altalanos egyensilyelméleti modellek kozvetlen el6zményének tekinthetd,
tartalmazta azok szinte minden lényeges elemét és fogalmat, és az egyensilyi drak nem
masok, mint a Koopmans-féle hatékonysagi arak. Végezetiil Gjraértelmezem Koopmans
modelljét a vallalati technoldgiai mikrookonémiai leirdsdnak lehetséges eszkozeként.

A linedris tevékenységelemzési modell eredete

Koopmans méar Hollandidban is foglalkozott haj6zasi szallitassal dsszefiiggd gyakorlati probl
Iémékkal, s a hiboru alatt, az Egyesitett Haj6zasi Bizottsag keretében, szintén a hajok
optimalis hasznositasanak feladatan dolgozott. Az altala kifejlesztett modell egy olyan donll
tési feladat volt, amelynek feltételeit linedris egyenlGtlenségek alkottdk, és az optimalizall
land6 kifejezés (a célfiiggvény) is linedris volt (Koopmans [1942]). Koopmans ezzel az
els6k kozott fogalmazott meg és oldott meg egy késGbb linedris programozdsnak elnevezett
optimalizalasi feladatot.* Modelljének feltételei sajatosan egyszertiek voltak (szallitasi fell
adat), és megoldasa nem igényelt bonyolult, altalinosabb algoritmust. Minden bizonnyal
ekkor figyelt fel Koopmans az ugynevezett potencidlok, a Nobel-dijban vele osztozd
Kantorovics [1939] sz6hasznalatiaban ,,objektivan meghatarozott értékelések”, a mai elnell
vezéssel drnyékdrak egy nevezetes tulajdonsigara, éspedig arra, hogy felhasznalhatok az
optimélis dontés megkeresésére a decentralizdlt dontéshozatal folyamatéban.

A hédbord utdn megndtt az érdekl6dés az opericidkutatasi, kiilondsen az er&forrasi
elosztasi (allokacios) modellek felhaszndldsa irdnt, ami arra 6sztondzte Koopmanst, hogy
Osszefoglalja és altalanositsa elért eredményeit. Ennek soran kertilt kapcsolatba a lineéris
programozas, illetve a szimplex algoritmus kidolgozasan dolgozé Dantziggal, aki koz0
vetlentil ismerte Neumann Janost, €s lathatan tijékozottabb volt a linearis kozgazdasagi
modellek irodalmaban és a bécsi iskola munkdiban. Dolgozatdban Koopmans maga is
elismeri ezt, illetve a tényt, hogy a Dantziggal folytatott konzultacidi jelentGsen segitetll
ték abban, hogy fokozatosan kib&vitse modellje érvényességi korét és értelmezési lehetdl
ségeit. Minden bizonnyal ennek is kdszonhetS, hogy dolgozata messze tilmutat az altala
tevékenységelemzésnek elnevezett modellen.

Modellje valdjaban a termeléselmélet axiomatikus felépitésére irdnyuld kisérlet volt.
A lineéris formék alkalmazdsit Koopmans csak matematikai kényelmi szempontokkal

4 A programozds kifejezés Dantzigéktol (1asd példaul Dantzig [1951]) ered, akik eltérd idGszakokban
zajlo, Osszefiiggd miveletek optimdlis Osszehangoldsdra és ilitemezésére (,programozdsara”) alkalmaztak
modelljiket.
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indokolta. Linearis Osszefiiggések kozelitésként vald alkalmazasa kezdettSl jelen volt a
kozgazdasidgtanban. Koopmans maga is utal modelljének kozgazdasigi el6zményeire
(Walras, Cassel, Wald, Leontief), és kiemeli kozottiik Neumann [1937] nevezetes novel
kedési modelljét, amelyben el§szor jelenik meg ikertermelést és technoldgiai valasztékot
is megengedd linedris technoldgia és a hatékony tevékenységek piaci egyensilyi drakkal
megegyezd tulajdonsagi 4rakkal vald jellemzése. (Erdemes megjegyezni, hogy mind
Neumannal, mind Koopmansnél kimutathat6 a termodinamikai hatés.)

A linedris tevékenységelemzési modell az dllando rdforditasi/kibocsdtdsi egyiitthatokl
kal jellemzett termelési lehetdségek dltaldnos modellje. A modell alapvetd feltételezése,
hogy egy és ugyanazon termék elGallitdsara alternativ eljdrdsok allhatnak rendelkezésre
(technoldgiai vdlaszték), és egy-egy eljaras egyidejileg tobb terméket allithat el§ (ikerl
termelés). Ez a két jellemzé kiilonbozteti meg a Leontief nevéhez fiz8d6 (és joval ismerl
tebb) linedris input-output modellekt6l, amelyek esetében a termékek és eljarasok kold
csonosen megfeleltethetSk egymasnak.

A tevékenységelemzés modell alapfeltevései és épitdelemei

A termelés korabeli kdzgazdasagtani dbrazolasaban két jellegzetes megkozelitéssel lehel
tett talalkozni. Az egyik dllando rdforditdsi egyiitthatokat feltételezett, éspedig oly mold
don, hogy termékenként adottnak feltételezte a felhaszndlt termelési tényezSk aranyait,
az alkalmazott technikat. Ezt az utat kovette Leontief is input-output modelljében, de
el6tte sokan masok (példdul Walras, Cassel) is éltek ezzel az egyszert dbrdzolasi lehetSl
séggel. A termelés ilyen dbrézoldsa nem adott magyardzatot arra, hogy milyen megl
fontolasok és dontések alakitjak ki a ,,tdrsadalmi normaként” kezelt raforditasi egytittd
hatékat. Még kevésbé adtak eligazitast abban a tekintetben, hogy miként lehetne megQ
oldani az ikertermelésbdl fakado (a raforditasok termékek szerinti szétvalasztisa) és az
eltérd hatékonysagu termelési folyamatok egytittlétébdl fakado (aggregalasi) elméleti probl
lémakat.

A masik jellemz6 megkozelités a termelési fiiggvény volt, amely azon a feltételezésen
nyugszik, hogy a termelési tényezdk (inputok) és az éltaluk elallithatd termékek (outpul
tok) mennyiségi viszonyéat, technikailag lehetséges kombinacidikat meg lehet adni (bel
csiilni) ,,jol viselked§” (analitikusan jol kezelhet6) fiiggvényekkel. A termelési fliggvél
nyekrdl rendszerint feltessziik, hogy eleve csak hatékony tevékenységeketr dbrazolnak. Itt
is a héttérben marad azoknak folyamatoknak, dontéseknek az elemzése, amelyek a hatél
kony tevékenységeket kiszdrik, illetve azoknak a részfolyamatoknak az dbrdzoldsa, amel
lyek egyiittes alkalmazasanak eredGjeként kialakulnak az inputok és outputok lehetséges
kombinaciéi az adott termelési egység szintjén.

Koopmans ezért joggal talalhatta Ugy, hogy a rendelkezésére 4ll6 korabeli termelési
modellek elméleti szempontbdl nem kielégitdk. A tevékenységelemzési modell a termell
1ési fiiggvények , kritikdja”. Koopmans hangsilyozza, hogy termelési dontéseket megholl
z6 véllalatvezetdk, mérnokok szadmara idegen a termelési fliggvények tényezdinput-, terl
mékoutput-szemlélete, 6k diszkrét termelési folyamatokban gondolkoznak. A kiilonb6zd
termelési tényezdk és termékek kozotti aranyok megvaltozasat (a helyettesitéseket vagy
transzformdciokat, amelyeket a termelési fliggvények abrazolni kivannak) az egyes részl
folyamatok 0Osszetételében bekovetkezd valtozdsok idézik el§, tehdt egy termelési moll
dellben ez utdbbiakbodl kell kiindulni.

Termeléselméletének és modelljének kidolgozasa sordn Koopmans ligyelt arra, hogy
szigordan elvélassza egymastol a termelés miiszaki és gazdasagi feltételeit. Az elsé csoport
elemei a miszaki és szervezési szempontbol lehetséges tevékenységeket, a technologidt, a
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masodiké pedig a koziilik vald vdlasztds jellemzoit (hatékonysag, optimalitds, gazdasagosi
sag) hatarozzak meg. Masrészt, ragaszkodott a vilagos és tiszta fogalom- és feltevésrend
szer bevezetéséhez. Nem véletlen, hogy bevezetett fogalmai nemcsak a konkrét linedris
tevékenységelemzési modellben voltak alkalmazhatok. Dolgozataval a statikus termelés- és
egyensulyelméletet, elsGsorban a termelési halmazok elméletét is megalapozta.

Koopmans axiomatikus elméletében a technologia egy meghatarozott termeldegység
(iizem, vallalat, iparag, nemzetgazdasag stb.) miiszaki-szervezési ,,receptkonyve”. A terl
melést a kiilonbozd javaknak a folyamatba belépS (inputok, felhaszndlds) és az abbdl
kilépS (output, kibocsatas) mennyiségével abrazolja. A termelést egészen altaldnosan
kell és lehet értelmezni, felolelve minden olyan folyamatot, amely adott javakat mas
hasznélati értékd javakka alakit at. Ezért Koopmans a termelés helyett gyakran a transzil
formacié elnevezést haszndlta: a technoldgia a transzformdcios lehetdségek halmaza.

Egy technoldgia leirasa tehat elSfeltételezi, hogy ismerjiik a vizsgalt egység termelési
tevékenységeiben el6fordulhaté javakat, egy teljes és atfedésektSl mentes joszdglistdat. Egy
és ugyanazon j0szag kiilonbozd egységeit az elemzés szempontjabol teljesen azonosaknak
kell tekinteniink. Feltessziik, hogy minden joszdg mennyisége 6nall6 mértékegységgel,
egyetlen valés szimmal mérhetd. Igy n joszag esetén a kiilonboz6 javak rendelkezésre 4llo,
felhasznalt vagy eldallitott mennyiségét egy-egy n elemi vektorral dbrazolhatjuk.

A termelés egy adott lehetséges megvaldsuldsa az, amit Koopmans nyoman termelési
tevékenységnek nevezink. Netto dbrdzoldsi mod esetén egy adott tevékenység az n dill
menzids joszagtér egy meghatirozott t pontjdval azonosithatd. A t vektor elemei azt
mutatjadk meg, hogy az adott tevékenység alkalmazdsa végsG soron (nettd) mennyivel
csokkenti vagy noveli az egyes gazdasagi javak egyébként meglévé mennyiségét. A szol
kéasos megéllapodas szerint a t vektor pozitiv eleme (7, > 0) azt jelzi, hogy a termelSegyll
ség az i-edik j6szag netto kibocsdtdja, a negativ elem (¢, < 0) pedig hogy netto felhaszndll
I[dja. A nulla elem (¢, = 0) vagy tisztdn kdzbensd terméket, vagy a kérdéses tevékenységll
ben egyaltalan nem szerepl$ joszagot jelol. Brutté dbrdzoldsi mod esetén kiilon-kiilon
megadjuk a termelési folyamatba belépd inputok (x) és a kilépd outputok (y) teljes mennyill
ségét (ahol értelemszerden t =y - x).

Koopmans elméletében a termelési dontések elemzésének kiinduldpontja a technologill
ai (transzformacids) halmaz. Ennek feltételezett ismerete a neoklasszikus termeléselmél
let egy kritikus, sokak 4ltal biralt alapfeltevése. De ez a kritika nem vonatkoztathatd
Koopmans tevékenységelemzési modelljére. Koopmans ugyanis, gyakorlatias kiindulasi
pontot valasztva, az ismert, a mar feltdrt technoldgiai eljarasokbol (elemi tevékenységekl
bdl) szdrmaztatja a technoldgiai halmazt. Az elemi tevékenységek altal generalt technoll
16giai halmaz voltaképpen a valddi, teljességében még nem ismert technoldgiai halmaz
adott iddszaki kozelitésének tekinthetd.

Koopmans tehat nem elégszik meg a technoldgiai halmaz matematikai kényelmi szemi
pontok altal diktalt tulajdonsdgainak posztuldlasaval, mint majd azt kés&bb sokan teszik a
gazdasag elvont modelljeiben. SzdmszertGsitésre alkalmas, parametrikus format vélaszt,
éspedig olyant, amelyet a konkrét gyakorlati alkalmazasokban korabban mar hasznalt.
Ez lesz a tevékenységelemzés linedris modellje. A modell linearis jellegét matematikai
kényelmi szempontokkal indokolja, a hangsulyt a tevékenységelemzésre helyezi.

A tevékenységelemzési modell alapfeltevései a kovetkezdk.

F1. feltevés. A muszaki-szervezési szempontb6l lehetséges tevékenységek megszami
lalhatéan sok elemi (vagy alap-) folyamat (j =1, 2, ...) eltérd szint( (intenzitdsi) kombil
nécio6 révén éallnak eld.

F2. feltevés. Az egyes tevékenységek fiiggetlenek a tobbitél abban az értelemben,
hogy egyiittes alkalmazasuk nem befolyasolja egymas raforditasainak, illetve kibocsatall
sainak nagysdgit. Ha tehat t,, t,e T és t,=t, + t,, akkor t, € T szintén (additivitds).
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F3. feltevés. Az egyes alapfolyamatok alkalmazasi szintje (intenzitdsa) egy-egy nemil
negativ valos szimmal (x; 2 0) jellemezhetd.

F4. feltevés. Egy adott tevékenység raforditasainak és kibocsatasainak ardnyos valtozll
tatdsa révén Ujabb lehetséges tevékenységeket kapunk, azaz k - t € T, valahanyszort e T
és k nemnegativ valds szam (proporcionalitds, folytonos oszthatdsdg).

Az elsé feltevés adja meg a tevékenységelemzési modellek 1ényegét. Az F2. alapfelted
vés, amely kizarja kiilsé hatdsok (externdlidk) fenndllasnak lehet&ségét, voltaképpen a
jOszaglista teljességére vonatkozd feltevést erdsiti meg. Az extern hatdsok, mint tudjuk,
altaldban tisztdzatlan tulajdond s piaccal nem rendelkezd termelési tényezSk figyelmen
kiviil hagyasa esetén jelentkeznek. Ilyen értelemben elméletileg nem kifogasolhatd, de
persze a gyakorlati alkalmazas tekintetében esetenként problémat okozhat.

Az F3. alapfeltevést elsGsorban ,,matematikai kényelmi” szempontok indokoljdk, de
mar elGrevetiti az ,oszthatatlansdgok” modellbeli kezelésének nehézségét. Mar az F2.
feltevés is a konstans mérethozadék irdnyéba mutat. EbbGl ugyanis az kovetkezik, hogy
k-t e T, valahanyszor t € T és k egy pozitiv egész szam. Az F4. alapfeltevés ezt kiterll
jeszti minden valds szorzoéra. Pontosabban, az F4. feltevés a javak folytonos oszthatosdll
gar implikalja, és ez az, ami kizérja az elemzésbdl a novekvs mérethozadék legfontosabb
forrasanak, egyes erdforrdsok oszthatatlan voltdnak figyelembevételét.

Az F2. és az F4. feltevés egyiitt azt eredményezi, hogy a technoldgiai halmaz matemal
tikai formdja egy konvex kiip (kénusz) lesz, amely a nem novekvd dtvaltdsi (helyettesitél
si, termelékenységi, illetve transzformacids) rdtdkkal és konstans mérethozadékkal jell
lemzett technoldgiai halmazok altalanos form4ja. Ezt a konvex kiipot a jelen esetben az
ugynevezett alaptevékenységek generaljak. Az egyes alapeljarasok egységnyi szintje (x; = 1)
s ezzel egyidejlileg az egységnyi szinthez tartozd, elemi vagy alaptevékenységek is onkéll
nyesen kijelolhetSk. Az egyes javaknak a j-edik alaptevékenység altal felhasznalt, illetve
eldallitott mennyiségeit r;, illetve k; vektorokkal fogjuk jel6lni, ahol r;, k; € R’. A legl
tobbszor megelégszink a tevékenységek nerto eredményének, az a, = k; - r; vektorok
dbrazolasaval, ahol a; € R". Az alapfeltevésekbdl kovetkezGen a technologiai halmazt a
jelen esetben az elemi tevékenységek Osszes lehetséges nemnegativ linearis kombinacioi
adjak meg:

T={tt=Ax, x20}, ahol Ax:ij~aj,
j=1
ahol A = (a) a nett6 kibocsatdsi egyiitthatok n X m-es matrixa, x pedig a tevékenységll
szintek (m méretd) oszlopvektora. A kapott halmaz egy ,szogletes”, polihedrikus kip,
azaz egy giula.

A négy elemi tevékenység altal meghatarozott technoldgiai halmazt az /. dbrdn lathatQl
juk (egy origé-csicspontd, végtelenbe nyild, négyéld giila).

A proporcionalitas és additivitds tulajdonsaga csak a technoldgiai els§ fokd (lineéris)
homogenitasat (konstans volumenhozadékot) és nem novekvd atvaltasi ratdkat implikal.
Egy tevékenységelemzési modellnek azonban nem kell minden szempontbdl linedrisnak
lennie. Homogén hagyomanyos termelési fiiggvények segitségével, példaul, definidlhal
tunk nem linedris tevékenységelemzési modelleket is, mint ezt a manapsig hasznélatos
alkalmazott modellekben gyakran tessziik. Az egyenes szakaszokbdl dsszedlld szogletes,
parcidlis atvaltasi gorbék szakaszonkénti linedris voltdt a megszdmlalhatéan sok, kons
tans egylitthatos alaptevékenység 1étezésének feltevése hozza magaval. Koopmans maga
is felhivja a figyelmet arra, hogy minél nagyobb szdmu és egyenletesebben eloszl6 elemi
tevékenységet vesziink figyelembe, anndl jobban kozelit a technoldgiai halmaz hatékony
feliilete (altalanos termelési fliggvény) egy hagyomanyos (folytonosan derivalhaté felszill
nekkel jellemzett) homogén termelési fiiggvényhez.
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1. dbra
A linedris tevékenységelemzési modell technoldgiai halmaza: az elemi tevékenységek altal
kifeszitett kap
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Az egységnyi kibocsatasi szinthez
tartozo tevékenységek vetiilete

A miiszaki szempontbél hatékony tevékenységek és jellemzdik

Koopmans a fenti nettd szemléleti modell keretében definidlta és elemezte a hatékony
tevékenységek nevezetes tulajdonsagait, amelyek tobbsége a termelés altalanosabb mol
delljeiben is érvényesnek bizonyult. A hatékonysag (efficiencia) klasszikus fogalméat a
termelés korére sztkitve voltaképpen a fakarékossdag elvéhez jutunk. A termelésben akl
kor banunk takarékosan a javakkal, ha olyan tevékenységeket vélasztunk, amelyek az
adott raforditasokkal a legnagyobb kibocsatast eredményezik, illetve az adott kibocsatall
sokat a legkisebb raforditasokkal teremtik elG.

Ennek értelmében egy t, lehetséges tevékenységet pontosan akkor tekintiink hatékoll
nyabbnak egy t, lehetséges tevékenységnél, ha teljesiil rdjuk a t, > t, félig egyenlStlensél
gi relaci,’ azaz a t, tevékenységnek legalabb egy j6szagbdl nagyobb a nettd kibocsatasa,
mint a t, tevékenységnek, de a tobbibsl sem kevesebb. A ,hatékonyabb” relacié nem
mas, mint a matematikabol jol ismert, vektorok kozotti nagysagrendi reldci6, s mint
ilyen altalaban csak a tevékenységek parcidlis rendezését teszi lehet6vé. A hatékonysagi
reldcion alapul a termelési hatékonysdag altalanosan elfogadott definici6ja, amelyet itt,
szemben a hatékonysag gazdasdgi fogalmaval, miiszaki hatékonysdgnak neveziink.

> A félig egyenlGtlenségeket > és <, a gyenge egyenlGtlenségeket 2 és < szimbdlumokkal fogjuk jeldlni a
tovabbiakban.
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A hatékonysdg elsé (miiszaki) definicioja: egy t’ lehetséges tevékenységet (t" € T) akkor
neveziink hatékonynak, ha nincs olyan t € T, hogy a t > t" félig egyenlGtlenség relacio
teljesiil (azaz nincs ndla hatékonyabb lehetséges tevékenység).

A termelSk altaldban csak akkor véalasztanak hatékony tevékenységet, ha valami arra
kényszeriti Sket, hogy minden j6szaggal takarékosan banjanak, ,gazddlkodjanak” veliik.
A kozgazdaszok ezt egy olyan alapvetd gazdasagi lex minimi kovetelménynek tekintik,
amelynek az érvényesiilését megkovetelik, s6t, elméleti modelljeikben gyakran eleve fel
is teszik. Ezen alapul tobbek kozott a termelési fliggvény fogalma, amelyr6l rendszerint
feltessziik, hogy csak a ,hatékonyabb” relacié alapjan eldzetesen megsziirt, tehat mdszaki
szempontb6l hatékony tevékenységeket dbrazolnak. S emiatt nevezziik a technoldgiai hall
maz hatékony feliiletét, a transzformécios hatarfeliiletet dltaldnos termelési fiiggvénynek.

Koopmansnek azonban igaza van abban, hogy ez a szilirés csak elméleti lehetGség, a
gyakorlat nemegyszer mast mutat. Egyrészrél, a gyakorl6 szakember — a mérnok, a koz0
gazdasz — nem ismeri a termelési fliggvényt, nem ebben gondolkozik, hanem az ismert
termelési eljarasok kozil valogat, gyakran azokat kombindlja. Masrészrdl, a dontésholl
z6k alkalmazkodnak a konkrét gazdasagi feltételekhez, és a szadmukra legjobb (optimalis)
tevékenység nem feltétleniil lesz a legtakarékosabb megoldas, legaldbbis nem minden
joszag tekintetében. Egyeldre azonban figyelmen kiviil hagyjuk a konkrét gazdasagi korQ
nyezetet és dontési mechanizmusokat, és folytatjuk a miiszaki tekintetben hatékony tevél
kenységek jellemzését.

Koopmans tovéabbi elemzése a hatékony tevékenységek valasztisara Osztonzé ugynel
vezett hatékonysdgi drak (efficiency prices) bevezetésére és elemzésére iranyult. Konnyd
belatni, hogy piaci koriilmények kozott a termelSk feltételezett profitmaximalizalé magal
tartdsa kikényszeriti az altalanos takarékossagot, feltéve, hogy minden joszdg dra pozill
tiv. Egy netté modon dbrazolt t tevékenység €és adott p drak esetén a tevékenység nyerel
ségét (a kibocsatasok és raforditasok értékének kiilonbségét) a pt skalaris szorzat értéke
adja meg. Ha tehat p minden elemében pozitiv, és a pt kifejezés maximalis értéket vesz
fel a T technoldgiai halmaz egy adott pontjaban, akkor az adott tevékenység sziikségképll
pen hatékony (ha ugyanis lenne hatékonyabb tevékenység, annak nyeresége nagyobb
lenne).

Ez altaldban igaz, tetszéleges modon adott technoldgia halmaz esetén. Koopmans vill
szont a kérdést forditva is feltette. Vajon lehet-e olyan hatirozottan pozitiv arakat talalni,
amelyek mellett egy adott hatékony tevékenység nyeresége a lehet§ legnagyobb lesz?
Megmutatta, hogy a linedris tevékenységelemzés altal adott technoldgia esetén a fenti
allitas forditva is igaz: mindig taldlhatok ilyen hatarozottan pozitiv drak. Ezeket az arakat
nevezte els6 megkdzelitésben hatékonysdgi draknak.

1. tétel (a miiszaki szempontbol hatékony tevékenységek létezésének feltételei). Egy
A fajlagos raforditasi-kibocsatasi matrix altal definidlt 7 technoldgiai halmazban egy
t’ = Ax’ tevékenység akkor és csak akkor hatékony, ha van olyan p > 0 (hatékonysdgi)
drvektor, amely esetén pt’ 2 pt, Vt € T, éspedig pt’ = 0, masképpen: pA = 0, €s pa, = 0.
ha x; > 0.

Teljesen természetes, hogy konstans mérethozadéku technologia esetén az egyensulyban
elérhetd profit legnagyobb értéke csak nulla lehet (nonprofitfeltétel). Egyébként ugyanis
a profit a végtelenségig novelhetd lenne a tevékenységszintek aranyos novelésével. Erdel
mes ramutatni arra is, hogy egy adott hatékony tevékenységet alkotd elemi tevékenysél
gek szintén hatékonyak, mivel a kapott hatékonysagi aron szamitott nyereségiik sziikségll
képpen nulla, azaz maximalis.
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Koopmans a konvex halmazok szeparacids tételei alapjan végezte el a fenti allitas
bizonyitasat, amelyeknek a polihedrikus kupokra vald kiterjesztésében segitségére volt
David Gale, aki kés6bb egy kiilon konyvet szentel a linearis gazdasagi modellekre vonatll
kozo tételeknek (Gale [1960]). A linedris programozasi feladatok dualitasi tételeinek
ismeretében a bizonyitas egyszeribben is elvégezhetd, s a késGbbi bizonyitasok elGkészill
téseképpen ezt meg is mutatjuk.

Vezessiik be a bizonyitashoz a kovetkezd feladatot! Legyen t’ lehetséges tevékenység
egy elGzetes termelési terv, és vizsgaljuk meg, lehet-e néla hatékonyabb t = Ax > t’ tevéll
kenységet talalni! Jeloljiik z (nemnegativ) vektorral a hatékonysagjavulds mértékét, ahol
z = Ax - t'! Tegyiik fel, hogy az egyes inputok (#/ < 0) tekintetében elért megtakaritast,
illetve az outputok (¢/ > 0) esetében elért tobbletet w, (pozitiv) egységnyi prémiummal
honoraljak. A maximélis prémiumot eredményezé tevékenység az (LP1) lineédris progral
mozasi feladat megoldasaval hatdrozhat6 meg.

Primélis feladat Dualis feladat
x,z220 p=20
-AX + zS-t -pA 20 (LP1)
wz — max! p2w
-pt’” — min!

A z =0 és x =x’ vektorok (ahol t' = Ax") kielégitik a primadlis feladat feltételeit,
tehat ezeknek létezik lehetséges megolddsa. Optimalis megoldasa azonban csak akkor
lehet, ha a célfiiggvény korlatos, azaz nincs olyan lehetséges megoldds, amely esetén
z > (. Az alabbi bizonyitdsban éppen azt hasznaljuk ki, hogy z csak 0 lehet, valahanyll
szor hatékony t’.

Az 1. tétel bizonyitasa. Sziikségesség. Legyen w tetszGleges, de hatdrozottan pozitiv
vektor, és tekintsiik az (LP1) feladatpart! Mivel t” hatékony, ezértat e T, t 2 t’ feltétel
leket csak t” elégitheti ki. EbbSl adédéan a primalis feladat Ax -z2t", x20, z=20
feltételeit kielégitG megoldasokban z értéke sziikségképpen nulla. A z =0 és x = x” vekl
torok (ahol t’ = AX’) kielégitik ezeket a feltételeket, tehat ezeknek az egyenlGtlenségeki
nek 1étezik lehetséges megoldasa. Mivel a lehetséges megoldasokban z = 0 sziikségképl
pen, ezért minden lehetséges megoldas egytttal optimdlis megoldés is, és a primalis
célfiiggvény maximalis értéke nulla. Ha a primdlis feladatnak van, akkor a duélis feladatl
nak is létezik optimalis megoldasa, és a két feladat célfiiggvényének optimalis értéke
ugyanakkora, esetlinkben O.

A dudlis feladat optimalis megolddsaban p > 0 (mivel p2w > 0), pt' =0 és pA < 0.
Mindezekbdl kovetkezden

pt = pAx = 0 = pt’, Vx 2 0.

Tovéabba a linearis programozas komplementaritasi tételeibdl tudjuk, hogy optimalis
megolddsok esetén pAx = 0, ezért pa, =0, ha x/ > 0. A p tehat a keresett tulajdonsagu
arvektor, amely 1étezése bizonyitand6 volt.

Elégségesség. Kozvetett uton bizonyitunk. Tegytik fel, hogy p > 0 arak mellett at’ € T
tevékenység nyeresége maximalis egy tetszéleges T technoldgiai halmaz felett, de t’” nem
hatékony, azaz van olyan t € T tevékenység, amely esetén fennall t >t" félig szigoru
egyenlGtlenség. Az utdbbi mindkét oldalat a pozitiv p vektorral beszorozva, a pt > pt’
egyenlGtlenséghez jutunk, ami ellentmond a t’ tevékenység feltett nyereségmaximald
voltdnak. A t’ tehat sziikségképpen hatékony. q. e.d.
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Arrdl természetesen nem szOl az 1. tétel, hogy 1éteznek-e — s milyen feltételek mellett
- hatékony tevékenységek egy tetszéleges A egyiitthatomatrixszal adott technologidban.
Koopmans megmutatta, hogy a linearis tevékenységelemzési modell és altalaban additiv
technoldgiai halmazok esetén a hatékony tevékenységek létezésének sziikséges és elégséll
ges feltétele, hogy ne keletkezhessen kibocsdtds rdforditds nélkiil, ami egyszersmind ponl
tosan azt jelenti, hogy maga a tétlenség (is) hatékony tevékenység. Koopmans bevezette
a tevékenységek reverzibilitdasdnak, illetve a technoldgia irreverzibilitdsdanak és produktivill
tdsanak a fogalmat is, és elemezte ezeknek a hatékonysaggal val6 kapcsolatat, és mindezzel
gyakorlatilag el6készitette a technoldgiai halmazok ma ismert altalanos elméletét.

Koopmans arra is felhivta a figyelmet, hogy a hatékonysagi arardnyok, ha egyértelmiill
en meghatarozottak, nem mdasok, mint a termelési fiiggvények irodalmabol ismert parcill
alis helyettesitési, transzformdcios, illetve hozadéki (termelékenységi) hatdrrdtdk, amell
lyek megmutatjak, hogy az adott pont kozelében valamely joszag nettd kibocsatasanak
kis egységnyi csokkentése egy masikénak hany egységnyi novelését teszi lehetGvé. A terll
melési fliggvény szogletessége tehat nem sziinteti meg a termelési tényezdk és termékek
kozott az atvaltas (helyettesités) lehetGségét, csak annak ,simasagat”. A raforditasok és
kibocsatasok belsd ardnyainak megvaltozasat, az atvaltast (trade-off) az alapeljarasok
eltérd szintd kombindldsa eredményezi.

Koopmans ennek kapcsan egy érzékletes és szellemes ,,atvaltas” értelmezést is adott a
hatékonysagi araknak, amely akkor is alkalmazhatd, ha az drardnyok nem egyértelmdek.
Nevezetesen, egy adott hatékony tevékenységhez rendelhetd hatékonysagi draranyok olyan
csereardnyok, amelyek mellett egyenértékii csere révén sem lehet az adott tevékenység
hatékonysagén javitani. (Vagyis az x, y20, Ax + z2t" + y, pz <0 egyenlStlenségekl
nek nincs y-ban félig pozitiv megolddsa. A nett6 export z vektora abrazolja a javak cseréll
jét, ahol a pz skalaris szorzat a kereskedelmi mérleg hidnyat méri. Koopmans az egyenéril
téki csere lehetGségét kétszer n — 1 darab ,,cseretevékenység” formdjaban vezette be, amel
lyekben egy kiemelt termékkel cserélhetnek el minden mas terméket oda és vissza.)

A gazdasagi kornyezet és a gazdasagi hatékonysag jellemzdi

Bar a manapsag csak a termelési hatékonysag eddig targyalt értelmezésével taldlkozunk,
Koopmansnél ez csak hatékonysig fogalmanak els6 megkdzelitése, annak egy sajatos
esete volt. Definicidja sordn csak a termelés miszaki jellemzdit vettiik figyelembe, ezért
is neveztiik el miiszaki hatékonysdgnak (Koopmans nem haszndlta ezt a megkiilonboztel
tést). A technoldgia Koopmans-féle a priori modelljében a ,javak™ a termelési folyamat
Jizikai-kémiai Osszetevdinek, inputjainak és outputjainak felelnek meg. Ezekrdl azonban
nem lehet, az altalanossag megsértése nélkiil, eleve feltenni, hogy mind olyan gazdasdgi
javak, amelyekkel takarékoskodni kell.

Koopmans ezért tovabblépett, és egy fokkal konkrétabb formdban hatirozta meg és
elemezte a termelés hatékonysdgdnak gazdasdagi fogalmat. A hatékonysdg tovabbi eleml
zésébe bekapcsolta a gazdasdgi kornyezet meghatarozd elemeit. Tobb szempontbdl is
tanulsagos és érdekes az a méd, ahogyan Koopmans a gazdasagi hatékonysagot definialta
és jellemezte az arak segitségével.

Koopmans a gazdasagi hatékonysag (efficiencia) klasszikus, Pareto-féle értelmezésél
bdl indult ki, abbol eredeztette a termelési hatékonysag (productive efficiency) fogalmat
és jellemzGit. A termelés hatékonysdganak kritériumat ugyanakkor fiiggetleniteni kivanta
a javak végse elosztasat szabalyozo konkrét mechanizmusoktdl és kritériumoktol. A Pareroll
hatékonysdg ugyanis — mint tudjuk - az eréforrasok lehetséges elosztdsait a haztartasok

P

kialakul6 hasznossagi szintjei tekintetében, a haszonszint-lehetdségek terében mindsiti,
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az eldz8kben targyalt, a vektorok nagysagrendjén alapuld részleges rendezés szabélyai
szerint. Koopmans viszont a termelést tovabbra is csak a végeredménye, a lehetséges
netto kibocsdtdsok tekintetében kivanta minGsiteni a hatékonysig fogalmaval, éspedig
egy olyan statikus modellben, amelyben nincsenek idGszakok (el§z8 és kovetkezG sem),
igy nincs benne helye a felhalmozott all6eszk6zoknek sem.

A Pareto-hatékonysag fogalmabdl vald kiindulds ugyanakkor megkdvetelte, hogy bell
vezessen valamilyen minimdlis informaciot a haztartdsok preferenciarendezésére vonatll
kozban. Ennek kapcsdn minddssze annyit tett fel, hogy 1éteznek olyan kivdnt (desired)
Jjavak, amelyek minél nagyobb mennyiségben val6 elGallitdsa a termelés végsS célja.
Ezeket a javakat Koopmans végtermékeknek (final goods) nevezte, és definicidjukbdl
fakaddan feltette, hogy ezekbdl a végs6 fogyasztok Osszessége telithetetlen. Feltette tod
vabba, hogy léteznek olyan javak, amelyekbdl valamekkora adott mennyiség a termelésl
t6l fiiggetleniil is a gazdasag rendelkezésére all. Ezeket elsddleges erdforrdsoknak nevezll
te, és a gazdasagi kornyezet egy tovabbi elemeként ezek indulo készleteit is bekapcsolta
az elemzésbe.

A kozgazdaszok az egyszerlség kedvéért gyakran felteszik, hogy a javakat pusztin
miszaki jellemzGik alapjan is végtermékek (csak kibocsatasok), kozbensd termékek (egyill
dejileg kibocsatasok és raforditasok) és elsddleges erdforrdasok (csak raforditasok) csol
portjaba lehet sorolni. Ezek a kategdridk azonban ritkdn fordulnak el§ ezekben a tiszta
form4jukban. Szinte minden j6szagot reprodukdlni lehet, s minél inkdbb aggregalt jol
szagkategoridkat haszndlunk, anndl kevesebb lesz koztiik tisztdn kozbensd joszag. Ezért
is érdekes az a mod, ahogyan Koopmans a fentiektl eltérd értelmezést adott ezeknek a
kategoridknak.

a) Az elsédleges erdforrdsok néla olyan, potencidlisan akar Ujra is termelhet§ javak,
amelyekbdl a gazdasag pozitiv mennyiségd kiils6 készletekkel rendelkezik. Koopmans
nem zarta ki, hogy ezek kozott legyenek kozvetleniil fogyasztasra is alkalmas kivdnt
javak. Az ilyen javakat mind az elsddleges erforrasok, mind a végtermékek kozott
figyelembe lehet és kell venni, éspedig olyan tevékenységek bevezetése révén, amelyek
az elsddleges erdforrasokat — potlolagos raforditdsok nélkiil — kivant javakka, azaz végll
termékekké alakitjak at. Az elsddleges er6forrasokhoz tartozé egyiitthatok almatrixat A<l
vel fogjuk jeldlni.

b) A végtermékek olyan javak, amelyekre a végsé fogyasztasban feltétleniil sziikség
van (kivant javak), s ezért nett6 kibocsatdsuk nem lehet negativ. A telitédés lehetGségél
nek kizardsa kovetkeztében ugyanakkor a nettd kibocsatdsuknak nincs felsd korlatja.
A végtermékekhez tartozd egyiitthatok almatrixat A¥-vel jeloljiik.

c) S végiil, lehetnek olyan javak, amelyek nem kivantak, és nincs indulé kiils§ készlell
tik sem, tehat sem nem végtermékek, sem nem elsddleges er6forrasok. Koopmans ezell
ket kozbensd termékeknek nevezte, és feltette, hogy ezek nettd kibocsdtdsa csak nulla
lehet. Ha tehat a végsd felhaszndlasban keresett javak melléktermékeként a kelleténél
tobb keletkezne valamely kozbensd termékbdl, akkor ettdl a feleslegtél meg kell szaball
dulni (lomtalanits), ami koltségekkel jar, igy a kozbensd termékek hatékonysagi ara
negativ is lehet. (Koopmans tehat nem élt a dijmentes lomtalanitdas szokasos feltevésével,
ami egy eléremutaté megoldas volt, hiszen a javak feleslegesen megtermelt mennyisége
potencidlisan szennyezheti a kdrnyezetet.) Az utdbbi javak egyiitthatéinak almatrixat A*0
val jeloljik.

A kivant javak 1étezésének feltevése a részletesen nem 4brazolt fogyasztok viselkedéld
sére vonatkoz6 posztulatum. Ennek alapjan Koopmans a kivdnt javak alterét valasztotta a
kritériumtérként, amelyben a termelés hatékonysaga értelmezhetd és ellendrizhets. Arrow
és Debreu késdbb, az altalanos egyensily modelljében, konkrétabb formaban definidlta a
kivant javakat, és egyidejileg bevezette a produktiv (termékeny) javak fogalmat is. Az
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utébbiak olyan dnmagukban nem kivant elsGdleges eréforrasok, amelyek mindig sziikol
sek lesznek. A hatékonysag kritériumtere ezekkel a javakkal kibévithetd, s6t ki is bévill
tendS, amit Koopmans nem vett figyelembe. Mindenesetre mindebbdl 1athatd, hogy
Koopmans termelési modelljének jelentGsége talmutat a sziikebb értelemben vett termell
lési modellen. Dolgozata egy fontos kdzbensS 1€pés volt a vezetése alatt folyd munkalall
tokban, amelyek a termelési halmazok altaldnos elméletének és az altaldnos egyensuly
modelljeinek kidolgozasaban csticsosodtak ki.

Tegyiik most fel, hogy a javak listajat mas szempontbol nem kell feliilvizsgalni. A megl
valosithato termelési tevékenységek halmaza (M) a fentieknek megfelelden mar nem maga
a technoldgiai halmaz, hanem csak annak a kdvetkezd feltételek altal meghatarozott rész
halmaza:

x 2 0: a lehetséges tevékenységszintek vektora,

A'x 2 0: a végtermékek nett6 kibocsatasanak korlatja,

Akx = 0: a kozbensS termékek nettd kibocsatisanak korlatja,
-A’x < s: az elsGdleges erdforrasok nettd kibocsatasanak korlatja,

ahol s > 0: az elsddleges eréforrasok készletvektora, amelynek elemei akar tetszélegesen
nagyok is lehetnek. E feltételeket egybefogva a megvalosithat6 tevékenységek halmaza
tehat a kovetkezd alakban irhat6 fel:

M={t:t=Ax, A'x 20, A’x =0, -A°x < s, x 2 0}.

Vajon hogyan kell értelmezni a hatékonysig kdvetelményét a kiegészitett modellben?
»Mivel csak a végtermékek nettd kibocsitdsdnak a novekedése kivanatos 6nmagaban ...”
(Koopmans [1951a] 79. o.), ezért Koopmans a hatékonysagi kritériumat az utdbbiakra
lesziikitve fogalmazza ujra.

Definicidja csak a kivant javak tekintetében irja el§ a takarékoskodast: egy t megvalositl
hat6 tevékenység akkor és csak akkor hatékonyabb gazdasdagi szempontbdl egy szintén
megvalosithato t” tevékenységnél, ha a t tevékenység nettd kibocsatdsa legalabb egy kivant
j6szagbol nagyobb, mint a t” tevékenységé, de a tobbi kivant joszagbdl sem kisebb.

Ebbdl adodik a termelés gazdasdgi hatékonysdganak definicioja: egy x’ szintvektorral
adott, t" = Ax” megvalésithatd tevékenységet akkor tekintjiik hatékonynak, ha nem 1étel
zik olyan t = Ax megvaldsithat6 tevékenység, amelynek esetében fenndll az A¥x > A'X’
félig egyenl6tlenségi relacio.

A megvaldsithatd tevékenységek halmaza sohasem lesz iires, mivel az s > 0 feltevés
miatt a tétlenség (x = 0, t = 0) mindig lehetséges tevékenység lesz. Ahhoz, hogy a tétlenll
ség mellett 1étezzen mas megvaldsithatd tevékenység is, ahhoz az sziikséges, hogy az
Akx = 0 egyenletrendszernek 1étezzen nullatdl kiilonbozé (nem trividlis) nemnegativ megll
oldasa is. Ha van ilyen megoldasa, akkor — mint azt Koopmans is megmutatta — a kozi
bensd termékek elimindlasaval a modell akar redukdlhato is a végtermékek és elsddleges
erdforrdsok terére, ami a korabban targyalt modellek esetén, mondhatnidnk ennek alapll
jan, implicit feltevés volt.

A tovébbi kritikus kérdés az, hogy vannak-e olyan megval6sithatd tevékenységek,
amelyek esetén minden, illetve csak néhdny végtermék nettd kibocsatisa pozitiv (erds,
illetve gyenge produktivitds). A produktivitds fennallasat valamelyik formaban nyilvan
megkoveteljik minden kdzgazdasagi szempontbdl értelmes modellt6l. Koopmans megl
mutatta, hogy produktiv technoldgia esetén csak olyan tevékenység lehet hatékony, amely
esetén legalabb egy végtermék nettd kibocsiatdsa pozitiv.

A produktivitds azonban 6nmagiban még nem garantilja, hogy léteznek hatékony tell
vékenységek. A hatékony tevékenységek 1étezésének az a sziikséges és elégséges feltéte-
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le - bizonyitotta be Koopmans -, hogy a megvalosithat6 tevékenységek esetén egyetlen
végtermékbdl se keletkezhessen pozitiv nettd kibocsatas valamely elsddleges erdforras
felhasznélasa nélkil (az elsddleges erdforrdasok nélkiilozhetetlensége). Ezen allitadsokat
rovidesen igazoljuk egy kiilon tételben, de el6tte érdemes kozelebbrdl megvilagitani ezek
tartalmat.

Az utolsé feltevés (az elsddleges erdforrdsok nélkiilozhetetlensége) sziikségessége elég
nyilvanval6. Ha ugyanis 1étezne ilyen megvaldsithatd tevékenység, akkor annak tetszdlel
ges tobbszordse is megvalosithatd, és egyuttal hatékonyabb tevékenység lenne. Ebbdl
mar az is konnyen belathatd, hogy legaldbb egy elsddleges erdforrds korlatjanak ki kell
meriilnie, ha egy hatékony tevékenység esetén valamely végtermék nett6 kibocsatisa pol
zitiv. Mint ahogy az is nyilvanvald, hogy nem produktiv technolégia esetén minden megval
16sithato tevékenység hatékony, hiszen A'x csak a 0 vektor lehet ezek mindegyike esetén.

Koopmans ezen allitdsainak és késdbbi tételeinek eredeti bizonyitdsai mai szemmel
kissé koriilményeseknek hatnak. A linedris programozas dualitdsi tételeit felhasznalva,
allitasait viszonylag egyszertibben igazolhatjuk. Ez nem véletlen, hiszen mint latni fogll
juk, Koopmans voltaképpen az ut6bbiakat igazolta modelljének sajatos feltételei kozott.

2. tétel (a gazdasagi szempontbol hatékony tevékenységek létezésének feltételei).
Tegyiik fel, hogy az A egyiitthatok altal adott linedris tevékenységelemzési modellel
definidlt technoldgidban az elsddleges erdforrdsok nélkiilozhetetlenek, és mindegyikiik
kiils6 kindlata pozitiv (s > 0)! Az adott technoldgidban léreznek gazdasagi szempontbdl
hatékony tevékenységek, és ha a technoldgia produktiv, akkor csak olyan tevékenység
lehet hatékony, amely esetén legaldbb egy végtermék netto kibocsdtdsa pozitiv, és legl
alabb egy elsddleges erdforrds sziikdssé valik.

Bizonyitas. Legyen w > 0 a végtermékekhez rendelt tetszGleges pozitiv (atvaltasi sulyl
vagy ar-) vektor, és tekintsiik az (LP2) linedris programozasi feladatpart.

Primdlis feladat Dudlis feladat
x20 uw,u 20
(u") Ax20 wAY + uFA* + urAc £ -wAY (x) (LP2)
(u¥) A =0 u’s — min!
(u°) A% <s

WwA'X — max!

A sorok elején, illetve végén zar6jelben az egyes feltételekhez rendelt kiegészits valtold
zokat tiintettiik fel. Emlékeztetiink tovabba arra, hogy az egyenléség formdjaban elGirt
feltételek kiegészit§ valtozdinak - esetiinkben az u* dudlis valtozoknak - az elGjele barll
milyen lehet.

Egyszertien belathatd, hogy a primdlis feladat feltételeinek, amelyek nem masok, mint
a megvalosithato tevékenységek feltételei, mindig van lehetséges megoldasa (példaul a
trividlis x = 0, mivel s > 0). Ha a technoldgia nem produktiv, akkor a célfiiggvény értéke
minden lehetséges megoldasban 0, igy tehat eleve korlatos. Ha viszont a technoldgia
produktiv, akkor vannak olyan lehetséges megoldasok is, amelyek esetében az A'x vekl
tor legaldbb egy eleme, és igy a w > 0 feltevés kovetkeztében a célfiiggvény értéke is
pozitiv. Az optimdlis megoldas is csak ilyen lehet. Barmilyen legyen is ezekben a megolll
dasokban az x vektor szerkezete, az A°x vektor legalabb egy komponense negativ lesz,
mivel nem keletkezhet végtermék elsddleges erdforras felhasznaldsa nélkiil. Emiatt a
célfiiggvény értéke most is korlatos lesz, mivel novekedésének korlatot szab valamelyik
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elsddleges eréforras véges rendelkezésre allo6 mennyisége. Mindezek kovetkeztében 1€0
teznek optimdlis megoldasok.

Most megmutatjuk, hogy egy x° optimalis megoldas sziikségképpen hatékony tevél
kenységet eredményez. Improduktiv technoldgia esetén (nincs a tétlenségnél hatékonyabb
megvaldsithat6 tevékenység) ez egyszerden kovetkezik abbdl, hogy A'x = 0 minden lell
hetséges, igy az optimalis megoldasban is. Produktiv technolégia esetén pedig, ha nem
lenne hatékony az optimalis megoldasbdl nyert tevékenység, akkor létezne olyan x’ lel
hetséges megoldas, amely mellett fennéllna az A'x” > Ax? félig egyenlStlenség. Ez azonl
ban, a w > 0 feltevés kovetkeztében azt jelentené, hogy a célfiiggvény értéke nagyobb
lenne, mint az optimdlis megold4sban, ami ellentmonddshoz vezetne. q. e.d.

Hogyan értelmezziik a gazdasagi szempontbdl hatékony tevékenységek vélasztasira 6szl
tonzé hatékonysdgi drakat a jelen esetben? Vajon lehet taldlni most is olyan arakat,
amelyek mellett egy adott hatékony tevékenység nyeresége a lehet§ legnagyobb lesz?
A gazdaséagi szempontbdl megvaldsithat6 tevékenységek halmaza - szemben a miiszaki
szempontbol lehetséges tevékenységek halmazival — korlatos lesz. Igy talalhatok olyan
arak is, amelyek esetén a hatékony tevékenység maximalis nyeresége pozitiv lesz (a 2.
dbran lathaté szaggatott vonal ilyen araranyokat képvisel). Ilyen arak esetén az adott
hatékony tevékenység nyeresége csak megvaldsithatd tevékenységek, és nem a teljes
technoldgiai halmaz felett lesz maximalis.

2. dbra
A megvaldsithaté tevékenységek halmaza és a gazdasigi szempontbdl hatékony tevékenység
lZ
A A gazdasagi szempontbdl
N hatékony tevékenység

N ;tl

Miszaki szempontbdl hatékony
/ tevékenységek

A megval6sithatd tevékenységek
M halmaza

Koopmans lathatéan egy decentralizalt, drak altal koordinalt gazdasagban gondolkozott,
amelyben a termelGk nem érzékelik az eréforraskorlatokat. Ezért a hatékonysagi arak ujrall
értelmezése kapcsan ragaszkodott ahhoz, hogy a hatékonysdgi drak legyenek tovabbra is
kompatibilisak a technoldgidval, a nyereség az dsszes lehetséges és ne csak a megval6sithall
t6 tevékenységek halmaza felett legyen maximalis. A hatékony tevékenység nyeresége, a
konstans volumenhozadék miatt, tehat nem lehet pozitiv, a tétlenség lehetGsége miatt vill
szont nem lehet negativ sem, vagyis a maximalis nyereség csak nulla lehet: pA <0 és
pt’=0. A hatékonysagi ar tehat tovabbra is az adott hatékony pontban a technoldgiai
halmazhoz allitott merdleges vektor (a kiip normalisa) lesz. (A 2. dbrdn lathatd esetben a
keresett drarany sajatosan megegyezik a miiszaki hatékonysagot jellemz$ hatékonysagi arfl
arannyal, mert csak egy végtermék és egy szikds er6forrds szerepel példankban.)

A gazdasagi hatékonysag esetén azonban mar nem kovetelhetjiik meg, hogy azok az
arak, amely mellett az adott hatékony tevékenység nyereségmaximalizalé lesz, mind
nemnegativak, netdn pozitivak legyenek. A kozbensd termékek aranak elGjele, amelyek
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nettd kibocsatasa kotott, tetszGleges lehet. Koopmans ugyanakkor tovédbbra is eldirta,
hogy a végtermék ara legyen pozitiv, az elsGdleges erGforrasoké pedig ne legyen negall
tiv. A gazdasdgi hatékonysdgi drakat végil is a kovetkezSképpen definidlta.

A hatékonysagi drak Koopmans-féle definicidja a gazdasdagi hatékonysdag esetében: a p
vektort akkor és csak akkor tekintjik egy t' € M, gazdasdgi szempontbdl hatékony tevél
kenységhez tartozd hatékonysagi drvektornak, ha eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

l.pA=0és pt' =0;

2. a végtermékek éra pozitiv (p; > 0);

3. a kozbensd termékek aranak az elGjele tetszdleges;

4. az elsddleges erdforrdsok dra nemnegativ (pg 2 0), de a hatékony tevékenység alkall
mazasa esetén nem teljesen kimeriil§ (szabad) eréforrasok ara nulla (p; = 0, ha -£,° < s,),
azaz pg 2 0, de pi(t° + s5,) = 0.

Lathaté minGségi kiilonbségek vannak a hatékonysig kétféle, miiszaki és a gazdasagi
értelmezése, valamint a hozzajuk rendelhet§ hatékonysagi arak kozott:

- a gazdasagi szempontbdl hatékony tevékenységek halmaza normalis korilmények
kozott (ha van végss kibocsatas) — szemben a miszaki megfelelGjével — korldtos;

- az 1-4. feltételekkel definidlt hatékonysdgi drak mar nem mind pozitivak, csak a
végtermékek ara. A tobbi joszag ara nulla, s6t a kozbensS termékeké negativ is lehet;

- ha a kozbensd termékektdl el is tekintiink (1asd a redukélt modellt), akkor az arak
ugyan mar mind nemnegativak lesznek, de jellemzden lesznek olyan (szabad) elsGdleges
er6forrasok, amelyek korldtja nem meriil ki az adott hatékony tevékenység esetén, és ez
utébbiak ara nulla lesz;

- részben az utdbbibdl is kovetkezik, hogy a gazdasigi szempontbdl hatékony tevél
kenységek nem lesznek sziikségképpen hatékonyak miszaki szempontbdl is.

A gazdasagi szempontbol hatékony tevékenységek és arak kapcsolata

Belathat6 - és rovidesen meg is mutatjuk —, hogy a hatékonysagi arak definici6jaban
jelzett tulajdonsagokat kielégitd p = (p¥, p*, p°) arvektort kaphatunk az (LP2) duilis fell
adatanak optimalis megoldasabol a p*=w + uw', p* = u* és p¢ = u® meghatarozasok réll
vén. E16bb azonban nézziik meg a hatékony tevékenységek és a hatékonysagi arak kozott
fennallé kolcsonds Osszefiiggés gazdasagi hatékonysig esetében érvényesiild valtozatat,
amelyet Koopmans a 3. tételben fogalmazott meg.

3. tétel (a gazdasagi szempontbdl hatékony tevékenységek és arak osszefiiggése).

A) Egy t’ megvaldsithato tevékenység gazdasagi hatékonysaganak sziikséges és elégséll
ges feltétele, hogy létezzen olyan p drvektor, amely eleget tesz a hatékonysdagi drakkal
szemben el6irt 1-4. kovetelményeknek.

B) Tovabba ha a technoldgia produktiv, akkor p°s > 0, azaz legaldbb egy sziikos erdl
forras hatékonysagi ara sziikségképpen pozitiv.

Bizonyitas. ad A) Elégségesség. Tegyiik fel, hogy a p arvektor és a t" = Ax” megvaldsitl
haté tevékenység (tv 20, t™ =0 és t’® = -s) eleget tesz az 1-4. feltételeknek. Ha t" nem
lenne hatékony, akkor létezne olyan t = Ax, x 2 0 megvaldsithaté tevékenység, amelyl
nek a nett6 kibocsatdsa legaldbb egy végtermékbdl nagyobb lenne, a tobbibdl pedig nem
kisebb, mint a t” tevékenységé, azaz t' > t”, mikozben t* = 0 és t© = -s. Mivel pY¥ pozitiv
és p° nemnegativ, ezért p't' > p't’™ és p°t° = -p°s, ahol a 4. feltétel kovetkeztében:
—p's = p°t’”®, azaz p°t® 2 pt”. Mindezek folytin
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pt=p't' + pte > p't’"* + pit’°=pt’ =0,

azaz pt = pAx > 0, ami ellentmond a pA £ 0, x = 0 feltevésnek.
Sziikségesség. Legyen t' = AX’ gazdasagi szempontb6l hatékony tevékenység, és tekintl
stik az (LP1) linedris programozasi feladatpar jelen esetre Kiterjesztett (LP3) valtozatat:

Primadlis feladat Dudlis feladat
X,220 p,p20
®») Ax -z 2tV pP'AY + pFA* + pcAc <0 x) (LP3)
() Ax =0 p'zw ()
(p°) -AXx <5 pss - p't’"” — min!
wz — max!

ahol w egy tetszdleges pozitiv vektor (elemeit a végtermékek piaci arainak vagy a foll
gyasztoi preferenciat jellemz§ sulyoknak tekinthetjiik). Vegyiik figyelembe, hogy t” fell
tételezett hatékonysagabol adéddan a primalis feladat lehetséges megoldasaiban z csak a
0 vektor lehet, és igy a célfiiggvény értéke csak nulla lehet. A primalis feladatnak pedig
van lehetséges megoldasa, mivel az x = X" és a z = 0 vektorok kielégitik a primalis fell
adat feltételeit. Mivel a célfiiggvényének értéke korlatos, ezért a primalis feladatnak, és
ebbdl kovetkezGen a dudlisnak is, 1étezik optimalis megoldésa.

Az arnyékarak tulajdonsagai és w feltételezett pozitiv volta alapjan egyszerden belatl
hat6, hogy a duilis feladat optimalis megoldasabdl kapott p = (p*, p*, p°) vektor eleget
tesz a t’ tevékenységhez tartozd hatékonysdgi drakkal szemben tamasztott kovetelmél
nyeknek, és mivel a két feladat célfiiggvényének optimalis értéke megegyezik egymasi
sal, azaz wz = p°s - p't" =0, ezért p't" = pSs.

ad B) Mindenekel6tt 1lassuk be, hogy a hatékonysagi arak tulajdonsigaibdl fakaddan
mindig fenn Kell dllnia a p't"v = p°s egyenldségnek, ugyanis, pt' =0, t*=0 és pt* =
= —p°s. Az eléz6 tételben pedig igazoltuk, hogy produktiv technoldgia esetén hatékony
tevékenység csak olyan lehet, amelynek legalabb egy végtermékbdl pozitiv a nettd kibol
csatasa, azaz t™ > 0. Mivel p' > 0, ezért p't”™” = p°s > 0, amib6l mar kovetkezik, hogy p°
legalabb egy elemének pozitivnak kell lennie. q. e. d.

A 3. tétellel igazoltuk, hogy a Koopmans-féle hatékonysdgi drak valdban nem masok, mint
egy alkalmasan megvalasztott linedris programozdasi feladat — éspedig az (LP3) feladat -
drnyékarai. A gazdasagi szempontbol hatékony tevékenységek nem masok, mint azok a
tevékenységek, amelyek valamilyen pozitiv w drak mellett maximalizaljdk a végtermékek
nett6 kibocsatasanak, a wA'x kifejezésnek az értékét a megvalosithatd tevékenységek hall
maza felett. A w vektor elemeit parametrikusan valtoztatva, elvben akar eld is allithatjuk az
Osszes hatékony tevékenységet és a hozzajuk rendelhet§ hatékonysagi arakat.

Minderre mar Koopmans is felfigyelt, és a gazdasagi szempontbdl hatékony tevékenyl
ségek és arak meghatirozasa, illetve a linedris programozasnak nevezett szélsGértéki
szamitasi feladatok kozott fenndlld kapcesolatot a 4. tételben fogalmazta meg és igazolta.

4. tétel (a gazdasagi hatékonysag egy alternativ jellemzése). Egy t' = Ax’ tevékenység
gazdasagi hatékonysaganak egy sziikséges és elégséges feltétele, hogy 1étezzen a végterl
mékeknek egy olyan w > 0 drvektora, amely esetén a végtermékek nettd kibocsitdsdnak
arbevétele a t’” tevékenység valasztasa esetén maximalis lesz a megvaldsithatd tevékenyl
ségek halmaza felett. Ha w egy ilyen vektor, akkor 1étezik olyan p hatékonysagi arvekl
tor, amely esetén p, 2 w,, de w,=p,", hat/" > 0.
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Bizonyitas. Elégségesség. Legyen w a végtermékek tételben megfogalmazott tulajdonsall
goknak eleget tevs arvektora, és a wA'x Kifejezés értéke vegye fel az x” pontban a
maximumat a megvaldsithatd tevékenységek halmaza felett! x” tehat az (LP2) primalis
feladat optimalis megoldésa. Tekintsiik most az (LP2) dudlis feladatdnak egy ehhez tartoll
z6 optimalis megoldasat, és képezziik a p = (p¥, p¥, p°) arvektort a kdvetkez§ szabalyok
szerint: p* =w + u', p*¥=u*és p° = u°! A p* képzési szabilya kovetkeztében p' 2 w. Az
(LP2) feladat dudlis feltételét atrendezve, megkapjuk a pA = 0 egyenlStlenséget, tovabba
a komplementaritasi kovetelmény miatt teljesiil a pt” = pAx” = 0 kovetelmény is.
Sziikségesség. Legyen t’ = Ax’ egy tetszGleges hatékony tevékenység, és p = (p*, p*, p°)
egy ehhez tartoz6 - példaul az (LP3) feladat megoldasabol nyert — hatékonysagi arvekl
tor. Képezziik a w vektort a kovetkezd szabdly szerint: w,=p;, ha ¢/ >0, p¥2w,>0
egyébként. Most megmutatjuk, hogy x’, valamint az u’ = p* - w, u* = p* és u® = p° vekl
torok az (LP2) feladat optimalis megolddsai. A t’ vektor megvalésithatd tevékenység,
ezért az x” vektor az (LP2) primilis feladatanak lehetséges megolddsa. Az u és a w
vektorok pedig kielégitik az (LP2) dudlis feladatinak feltételeit. A p°s = p't’ egyenlGség
és w képzési szabalya kovetkeztében teljesiil az u’s = wA'x” egyenlGség is. A két feladat
célfiiggvényének értéke tehat egyenld, ami igazolja, nemcsak lehetséges, hanem optimal
lis megoldasokkal van dolgunk. q.e.d.

Erdemes roviden kitérni a w, < p;’ esetre, amely csak akkor fordulhat el§, ha az adott
végtermék nettd kibocsatdsa (¢') nulla. Hogyan értelmezhetjiik ezt a helyzetet? A w, a
termék kiilsé felhaszndlok éltal felajdnlott 4ra, a p,’ pedig a lehetGségkoltsége (drnyékara)
a termeld szdmdara. A w, < p," reldci6 azt jelzi, hogy a termelSk inkdbb az adott joszag
kiilsd beszerzésében, mint értékesitésében lennének érdekeltek. Ha ugyanis w; dron vasal
rolhatnanak az adott termékbél, akkor novelhetnék nett6 jovedelmiiket. Az adott termék
megvételének a lehetGségét viszont a /¥ 2 0 feltétellel kizartuk.

Ugyanakkor, ha a technoldgia erGsen produktiv, és a hatékony tevékenységben t™ > 0
(a fogyasztok minden végtermékbdl fogyasztanak valamennyit), akkor egyensuly csak
olyan w; drak mellett 4llhat el§, amelyek megegyeznek a termelSk nyereségmaximalizald
magatartdsdval kompatibilis p,” hatékonysdgi arakkal. A p; drak tehdt a végtermékek
potencidlis egyensulyi drai. Mindez arra hivja fel a figyelmet, milyen kozel jutott Koopmans
egy altalanos egyensulyi modell megfogalmazasidhoz és az egyensily 1étezésének bizol
nyitasahoz.

Rovidesen visszatériink az 4ltalanos versenyz6i egyensily és a termelés gazdasagi hall
tékonysaganak kapcsolatira. El6bb azonban szeretnénk ramutatni a hatékonysagi arak
Koopmans-féle definici6ja 4. feltételében szerepld p,(¢/c + s,) = 0 gyenge komplementarill
tdsi kovetelmény egy kritikus pontjara. Nevezetesen, a feltétel ugyan kizarja, hogy egy
nyilvanvaldan szabad elsddleges eréforras (t° + s, > 0) hatékonysagi ara pozitiv legyen,
de azt mar nem, hogy egyes sziiks erdforrdsok ira ne legyen ugyancsak nulla. Igy a
kapott hatékonysagi arak nem feltétleniil 6sztondznek minden szikds erdforrassal vald
takarékoskoddsra.

Ennek kapcsan felmeriil a kérdés, hogyan kell egyaltalan értelmezniink a sziikds elsddll
leges erdforrdsokat a jelen esetben. A miszaki hatékonysag esetében nincsenek egymasi
t6l kiilonbozd, hatékonysaguk tekintetében egymassal egyenértékd tevékenységek.® Mas
a helyzet a gazdasigi hatékonysag esetében. Itt mar eléfordulhat, hogy vannak olyan
hatékony tevékenységek, amelyek a végtermékekbdl ugyanakkora nettd kibocsétast eredl

6 A tevékenységvektorok minden komponensére alkalmazott ,nem kevésbé hatékony” (2) relacié antill
szimmetrikus, azaz ha két vektor kozott mindkét iranyban fenndll, akkor azok sziikségképpen egyenlSk
egymaéssal.
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ményeznek, de eltérd elsddleges erdforrds (és esetleg kozbensS termék) raforditdssal.
Ilyen esetben az (LP3) primalis feladatanak tobb, egyarant optimélis megoldasa létezik.

Az ilyen tevékenységeket a gazdasagi hatékonysidg Koopmans-féle definici6ja szeml
pontjabol egyenértékiieknek kell tekinteniink egymadssal. Ezek kozott lehetnek olyanok,
amelyek teljes mértékben kimeritik valamely er&forras rendelkezésre allo készletét, mig
masok ugyanabbdl az eréforrasbél annal kevesebbet hasznalnak fel. Az ilyen er6forrasok
nyilvan nem tekinthetSk sziikdseknek, ezek hatékonysagi aranak még az olyan hatékony
tevékenységek esetében is nulldnak kell lennie, amelyek alkalmazasakor a korlatjuk teljel
sen kimeriil (az adott er&forrast pazarl6 mdédon veszik igénybe).

E gondolatmenet alapjan a sziikds és szabad elsddleges erdforrdsok definicidjdt a koll
vetkezdk szerint fogalmazhatjuk meg. A (kivdnatos) végtermékekbdl ugyanakkora nettd
kibocsétast eredményezs, egymadssal egyenértékli hatékony tevékenységek szempontjal
bol azok és csak azok az elsddleges erdforrdsok sziikosek, amelyek korlatja mindegyikiik
alkalmazasa esetén kimertil, azaz a végtermékek jelzett vagy anndl nagyobb nettd kibocsall
tasat nem lehetne elérni, ha barmelyikiik rendelkezésre all6 készlete csokkenne. A nem
szikos elsddleges erdforrdsok az egymassal egyenértéki hatékony tevékenységek adott
osztalya szempontjabol szabad javak.

Egy masik, a linedris programozas irodalmiban degenerdlt megoldasnak nevezett
esetben pedig el6fordulhat, hogy a primadlis feladat optimalis megoldasaban két vagy
tobb erdforraskorlat meriil ki egyidejdleg oly mdédon, hogy koziiliikk egy kivételével a
tobbit elhagyva a primalis feladat optimalis megoldasai valtozatlanok maradnak. Ilyen
esetben az (LP3) dudlis feladatdnak létezik tdbb, egyarant optimélis megolddsa. Az ugyl
nevezett csticsponti megoldasokban az egyidejileg kimeriil§ korlatok koziil mindig csak
egynek lesz pozitiv az drnyékara. Mivel azonban az egyenként optimdlis megoldasok
tetszGleges konvex linedris kombinacidja szintén optimalis megoldas, ezért mindig van
olyan megoldés is, amelyben minden sziikos erGforraskorlat arnyékara pozitiv (erds
komplementaritas).

E megfigyelések alapjan Koopmans eredeti definiciojat valamivel szigorithatjuk, és
bevezetjiik a reguldris gazdasdagi hatékonysdgi drak definicidjat.

A p vektort pontosan akkor tekintjik egy t' € M, gazdasdgi szempontbol hatékony
tevékenységhez tartozd reguldris hatékonysdgi drvektornak, ha elemei eleget tesznek a
gazdasagi hatékonysagi arakkal szemben tdmasztott 1-4. kdvetelményeknek, de az utoll
so feltételt a kovetkezd erds formdaban teljesitik:

4.” a sziikos elsddleges erdforrdsok ara mind pozitiv (p,f > 0, ha -#f = s, minden t’-vel
egyenértékien hatékony tevékenység esetén), mig a szabad elsddleges erdforrdsok éra
mind nulla (pf =0, ha -, < s, a t’ vagy valamely vele egyenértékden hatékony tevékenyll
ség esetében).

A regularis hatékonysagi arak mar nemcsak a kivanatos termékek, az eleve szikosnek
feltételezett javak, hanem a szikossé valod erdforrasokkal is takarékossigra 0sztonoznek,
és ez valamelyest javit a hatékonysagi arak kozgazdasigi értelmezési lehetGségén. Toll
véabbra is értelmezési nehézséget okoz ugyanakkor, hogy szamos, az adott megoldasban
szabadnak mutatkoz6 elsddleges erdforrds potencidlisan sziikossé valhat. Részint azért,
mert a technolégia megengedi azok pazarld hasznalatit, részint pedig a végsd kereslet
mddosuldsa, illetve az alkalmazott eljarasok ezt kdvet§ valtozédsa folytdn. Ezt azonban az
adott modell nem képes figyelembe venni.

A komplementaritasi kovetelmények erds valtozatdnak definicidjahoz két rovid kiegél
szit6 megjegyezés kivankozik.

Nemlinedris optimalizalasi (komplementaritasi) feladatok esetén mar nem mindig lehet
talalni olyan hatékonysagi arrendszert, amelyben minden sziikos eréforrds arnyékara
pozitiv. Szinguldris esetekben egyes sziikos eréforrds arnyékara is csak nulla lehet.
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Arrow és Debreu a szitkos erdforrdsok egy mdsfajta definicidjar alkalmazta az 4ltalall
nos egyensily modelljében, ahol a kivdnt javak (fogyasztasi cikkek) mellett feltették, hogy
létezhetnek produktiv javak (szikos termelési tényezGk) is. Ezek olyan javak, amelyek
kiils§ forrasdnak novekedése — ceteris paribus — mindig lehetdvé teszi a Pareto-hatékonyl

sdg javitasat. Ez a mienkt6l eltérd, annal joval erdsebb feltevés biztositja, hogy produktiv
javak, azaz a szikos termelési tényezok egyensilyi (arnyék-) ara csak pozitiv lehet.”

Koopmans modellje és a mikrookonomia technolégiai halmazai

Koopmans kordbban vallalati szintd gyakorlati problémak, kiilondsen szallitasi feladatok
megoldasaval foglalkozott. Ez irdnyitotta a figyelmét az er6forras-allokacios és optimalill
zalasi feladatok felé, ez keltette fel az érdeklGdését a feladatok megoldasara alkalmas
algoritmusok irant. Teoretikus hajlama tapasztalatai altaldnositisara sarkallta, nyilvan
ezért fogott hozza termeléselméletének és modelljének megfogalmazasdhoz. Ennek fél
nyében kicsit meglepd, hogy mégis nemzetgazdasagi és nem véllalati szintd interpretacill
6t valasztott modelljéhez.

Ez anndl is érdekesebb, mert modellje tokéletesen megéllja a helyét a mikrookondmia
szokésos arelfogadd termeldjének dontési modelljeként is. Egy ilyen értelmezésben a
kivant javak helyét a piaci forgalomban részt vevd, pozitiv piaci drakkal (w) rendelkezd
druk veszik 4t. A kozbens termékek, illetve az elsGdleges eréforrasok pedig olyan, az
adott vallalat termelésében felhaszndlt és/vagy keletkez6 egyéb javakként értelmezhetSk,
amelyeknek nincs piaca, nincs piaci 4ra.

Ebben az értelmezésben mar nem kell feltenniink, hogy minden , kivant” joszag véllal
lati nett6 kibocsatdsa nemnegativ. Eppen ellenkezbleg, egy sor terméket a vallalat nem
termel, hanem jellemzGen a piacon szerzi be, azaz ezek nett6 kibocsatasa negativ (fermell
lési tényezdk), mig a véllalat profiljdba esd termékek nettd kibocsatasa pozitiv. A megvall
16sithatd tevékenységeknek a piaci forgalomban részt vevd arukra szdkitett halmazat
(vetiiletét) a fenti feltevéseknek megfelelGen a kovetkezGképpen adhatjuk meg:

M ={y=A%: A% =0, -Ax <5, x 2 0}.

Ezen M halmazt tekinthetjiik a vallalat mikrookonomiai tankonyvekben szerepl techl
nologiai halmazdnak. Ebben tehdt az A'x vektornak jellemzGen lesznek negativ elemei, a
piaccal rendelkezd javaknak méar nincs drnyékara (csak piaci dra), a tobbi joszag drnyéll
kdra pedig a vallalaton beliili belsd elszdmolo drakként, a vallalati kozbensd termékek,
illetve az elsdleges eréforrasok lehetGségkoltségeként értelmezhets.

Az elsbdleges erdforrasok kapcséan a véllalat dltal monopolizalt természeti tényezdkre,
illetve termelési kapacitasokra gondolhatunk. Ezek korlatai magat a technoldgiai halmazt
is korlatossa tehetik, ami csokkend hozadékhoz vezet. Ilyen esetben a wWA'X pozitiv is
lehet, és az elért nyereség nem mas, mint a szikos er6forrasok hozadéka. Ha nincsenek
ilyen korlatos els6dleges er&forrasok, akkor a mérethozadék a sztkitett technol6giai halll
maz esetében is konstans, és ezért a technologidval kompatibilis drak esetében wA" < 0
lehet csak.

7 Az utdbbi fogalom és az egyensily létezésének bizonyitdsdban betoltott szerepének részletes targyaldsa
megtaldlhatd Zalai [2000]-ben.
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Termelési hatékonysag és altaldnos egyensiily a linedris tevékenységelemzési
modellre épiilé modellekben

A bizonyitott tételek is jelzik mar a gazdasigi hatékonysdg, illetve a hatékonysagot jell
lemzd drak szoros kapcsolatdt az altalanos egyensullyal. Nézziik meg kozelebbr6l, holl
gyan alakulndnak az altalanos egyensuly feltételei egy olyan modellben, amelyben a
termelési lehetGségek abrazoldsira a Koopmans-féle linedris tevékenységelemzési mol
dellt vennénk igénybe! Ehhez az eddiginél konkrétabb formaban kell 4brazolnunk a végl
s6 fogyasztdi kereslet alakuldsat. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a haztartasok
kereslete leirhatd y,(p*, e) alakban adott makrokeresleti fiiggvényekkel, ahol a jovedelem
(e) az elsGdleges erdforrasok értéke altal adott, e = p°s.

A keresleti fliiggvényekrdl feltessziik egyrészt, hogy nulladfokon homogén fiiggvények
(a kereslet nem valtozik, ha az arak és a jovedelem szintje egyforma aranyban megvaltod
zik). Feltessziik masrészt, hogy Z,Piv y,(p’, ) = e minden p' és e esetén, ami a telithetefll
lenség feltevésének a kovetkezménye, és biztositja a p'y(p', e) = p°s egyenlGség, a Walrasil
torvény teljesiilését.

A kereslet és a kindlat, illetve az arak egyensulyi Osszefiiggéseit e modell esetében
csak komplementaritdsi megkotésekkel kiegészitett gyenge egyenlStlenségek alakjaban
fogalmazhatjuk meg. Nevezetesen, egyik oldalrél megenged;jiik, hogy egyes javakbol
tulkindlat legyen egyensily esetén is, de ez csak akkor fordulhat el§, ha az aruk mar
nulla (tovabb mar nem csdkkenhet). Illetve masik oldalrél nem kell minden tevékenység
nyereségének maximalisnak (esetlinkben nulldnak) lennie, de amelyeké nem az, azokat
az egyenstlyban nem alkalmazhatjik.

Az dltaldnos egyensuly feltételeit, ennek megfelelen, a kovetkez6 formédban adhatjuk
meg a vizsgalt gazdasig esetében.

A véltozok eldjelére tett megkotések:

X, ¥ p,p20, (EO)

Az egyenstly feltételei a termékek és az erdforrasok piacain:

Ax 2y, pP'A'x = pYy,
Ax =0, (ED)
-Ax <5, -P°A°X = pfs,

Az egyenstlyi arak tovabbi feltételei:
p'A¥ + prA* + pcAc £ 0, (p*AY + p*A* + pcA9)x =0, (E2)
A végtermékek keresletének egyensiilyi feltétele:
y=y(p', e és e = Pps. (E3)

Az egyenstly sziikséges feltételeiben szerepl$ valtozok és feltételek szdma megegyel
zik egymadssal. Legalabb egy feltétel azonban felesleges. Feltettiik ugyanis a
P'Y(P', e) = e = ps egyenlGségek (Walras-torvény) teljesiilését. Ugyanakkor az (E1)-(E2)
feltételekben megjelend komplementaritasi megkotésekbdl ugyancsak kovetkezik a Walras
torvény teljesiilése, ugyanis

pvy — vavX — _peAeX — pes'

A jovedelmet definidlé e = p°s azonossig kiilon eldirdsa ezért felesleges. Elhagyésa

esetén viszont a valtozok szima meghaladja a feltételek szamat. Vegyiik észre azonban,

hogy az egyensuly feltételeinek teljesiilése fiiggetlen az arak szintjét6l, az utébbi most is
szabadon megvalaszthat6. Ha pedig a technologia produktiv, amit az értelmes megoldas
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létezése megkovetel és fel is tesziink, akkor az (E0)-(E2) feltételeket kielégitd megoldal
sokban p'y = p°s sziikségképpen pozitiv. Ezért az arak szintjét normalizalhatjuk az
e = p°s = 1 kikotéssel. Az utolso feltétel igy kicserélhetS az alabbival:®

A végtermékek keresletének egyensulyi feltétele:

y =y([@"). (E3")

Egyszertien belathat6, hogy feltevéseink mellett az altaldnos egyenstlyban alkalmazott
tevékenységek gazdasagi szempontb6l hatékonyak (miszaki szempontb6l nem feltétled
niil), a hozzajuk rendelt hatékonysagi arak pedig potenciélis egyensulyi drak. Mindez
kiolvashat6 a kovetkezd megallapitdsokbol.

Megallapitas. Tegyiik fel, hogy az elsddleges erdforrdsok nélkiilozhetetlenek, s > 0 és a
technoldgia produktiv, tovabba a fogyasztok egyetlen végtermékbdl sem telitddhetnek.
A) Ha 1étezik egyensiily, akkor az annak részét képezd t* = Ax" tevékenység gazdasdgi
szempontbol hatékony, és a p* egyensilyi drak hozzajuk rendelhet§ hatékonysdgi drak.
B) Ha t' = AX’ gazdasdgi szempontbol hatékony tevékenység, és p’ egy hozza tartozéd
hatékonysdgi drvektor, és torténetesen Ax’¥ = y(p”), akkor az x’, y’ = Ax"¥ és a p’ vektol
rok egyiittese kielégiti az dltaldnos egyensily (E0)-(E3") feltételeit.

Ezeknek az allitdsoknak helyessége viszonylag konnyen beldthatd, ezért bizonyitasukat
nem is részletezziik. AlapvetSen azt kell belatni, hogy az x, y és p vektorok akkor és csak
akkor elégitik ki az altalanos egyenstly (E0)-(E2) feltételeit, ha az (LP4) linearis progral
mozasi feladat optimalis megolddsai w = p* esetén.

Primdlis feladat Dudlis feladat
x,y20 p,p°20
) Ax2y pP'‘AY + prA* + pAc £ 0 (x) (LP4)
() Ax=0 p'zw ™
»°) -AXx<s p‘s — min!
wy — max!

Az (LP4) feladat nem mads, mint az (LP3) feladat egyenértékd atfogalmazasa. Mint az
konnyen igazolhat6, a két feladat megoldésai kozott a kapcsolatot az y = Ax" és a korabl
ban mar megismert p*' =w + u', p*=u¥, p° = u° azonossigok teremtik meg. A feladat
megoldasai - mint kordbban igazoltuk - sziikségképpen hatékonyak, és a kapott arnyékl
arak hatékonysagi arak. Feltevéseink mellett a feladatnak minden pozitiv w esetén 1étezik
megoldasa. S mivel feltettiik, hogy a fogyasztok egyik végtermékbdl sem telitddhetnek,
a p¥ vektor egyensulyi értéke sziikségképpen pozitiv.

Az altalanos egyenstly feltételeinek ily modon valé felirdsa abbdl a szempontbdl is
elényos, hogy jelez egy lehetséges egyenstlykeresd algoritmust. Az egyszeridség kedvéll
ért tegyiik fel, hogy az (LP4) linedris programozasi feladatnak minden pozitiv w vektor
esetén csak egyetlen t' = Ax’, y’ = Ax" és p” megoldasa van. A kapott y’ = t" vektor, a
végtermékek adott p’ arak mellett lehetséges kindlata, ugyaniigy a w arak fiiggvénye,
mint az y(w) keresleti vektor. Jeloljik ezért t™(w)-vel!

Ha a kettd megegyezik egymassal, akkor a t’ = Ax’, y’ = Ax" és p’ vektorok egyiittese
egyensilyi megoldast alkotnak. Ugyanis, p/* 2w, és a p;¥ > w, relacié csak akkor allhat
fent, ha y,(w) = t/*(w) = 0, vagyis az adott termék kereslete mar a w, ar mellett is nulla.

8 Ugyanilyen formaban redukalta Cassel is altalanos egyensilyi modelljét. Cassel modelljében A = E, és
nincsenek kozbensd termékek (Ak = 0), tovabba A¢ < 0.
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Nyilvdn az marad a ndla nagyobb p ar esetén is, azaz y,(w) =y(p”) = 0. Ugyanakkor
konnyen igazolhatd, hogy az x’, y’ és p’ vektorok az (LP4) feladat megoldasai maradnak
w = p’¥ arak esetén is. Az egyensuly keresését ily modon a végtermékek piacara redukall
hatjuk. Olyan w arakat kell keresniink, amelyek esetén y(w) = t™(w) lesz.

Ehhez természetesen elGszor is egy megfelelS algoritmust kellene taldlnunk. Koopmans
korvonalazott is egy lehetséges iterativ algoritmust, és felfigyelt arra, hogy modellje
Osszekapcsolhatd decentralizalt kozponti iranyitds Lange [1938] és Lerner [1944] altal
vizsgalt elméletével. A linedris modellekre épiil§ konkrét decentralizalt tervezési és irdl
nyitasi (6sztonzési) mechanizmusokat végiil is méasok dolgoztik ki, igy példaul Dantzig-
Wolfe [1960], illetve Kornai-Liptdk [1965].
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