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KOCZY A. LASZLO

A Neumann-féle jatékelmélet

Jelen dolgozat célja Neumann Janos jatékelméleti munkassaganak bemutatasa, ered(!
ményeinek matematikatérténeti elhelyezése. Részletesen foglalkozunk a hires

minimax tétellel, illetve a Neumann-Morgenstern-féle megoldassal, ennek kritikaival

és az utébbi tobb mint 6tven év alatt javasolt alternativ megoldaskoncepcidival. Be[l
szamolunk a jatékelméleti kutatas jelenlegi helyzetérdl, az aktualis problémakrol

és alkalmazasokrol.*

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: C7, NO1.

A ,jatékelmélet” szo6t hallva sokunknak a kaszindk misztikus vildga 6tlik az eszébe,
holott ez a tudomany ma mér a poker helyett gazdasagi, politikai problémakkal foglalkol
zik. Alkalmazésainak kore a hadészattol kezdve a piaci verseny modellezésén 4t a korl
nyezetvédelmi egyezmények tervezéséig terjed; olyan helyzetekben hasznos, ahol a részt
vev6k — mds néven jdrékosok - egy jol koriilirhatd cél érdekében dontéseket hoznak, és
a végeredmény a jatékosok valasztott stratégidinak (is) fiiggvénye. Az elnevezés nem
annyira a vizsgélt konfliktus komolysagara utal, hanem tudoménytorténeti okokra vezetll
het§ vissza.

A mai napig a legjobban modellezhet§ konfliktusok a tarsasjatékok, mint példaul a
sakk, ahol teljesen vildgos, hogy kik a jatékosok, mit 1éphetnek egy adott allas esetén,
illetve hogy mi a parti kimenetele, hiszen ezeket a jaték szabalyai pontosan rogzitik. Egy
gyakorlott sakkozd szamdra a jatékelmélet alapjai sem meglepSk: dontéseit a lehetséges
ellenlépések figyelembevételével hozza, és nyerési esélyei latolgatasanal figyelembe vell
szi, hogy ellenfele ugyaniigy mindent meg fog tenni a gydzelem érdekében. Mindez a
sakkra is jellemz§ kdztuddasnak (common knowledge) kdszonhetd, azaz hogy a jatékosok
nemcsak a szabalyokat ismerik, hanem azt is tudjak, hogy a masik jatékos mit tud. A gyall
korlatban, ha A tudja, hogy a vilagos kezd; B is tudja, hogy ezt A tudja; A tudja, hogy B
tudja, hogy A tudja és igy tovabb.

Neumann Janos pokerezni szeretett, és kezdettdl fogva érdekelte, hogy - ha mar az
osztast befolyasolni nem tudjuk - miként bloffoljink. A probléma felirdsahoz - mai
szemmel nézve kézenfekvé modon - a matematikat hasznalta, f6 érdeme azonban az
elméletnek a jatékokon messze tdlmend altaldnositdsa volt. A minimax tételt bizonyitd
elsé publikacidjaban a mar a napjainkban is hasznalt normdlis alakot (normal form) haszl
ndlja a jatékok leirdsara (Neumann [1928]). Igazi 16kést végiil az Oskar Morngesternnel

* A 2003. évi centendriumi Neumann-év alkalmdbdl a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat altal kiirt
Neumann Jdnos a matematikus palyazat dijnyertes dolgozata, amelynek megjelenését Robert J. Auman kozll
gazdasagi Nobel-dija teszi aktudlissa.
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kozosen publikilt konyve a Theory of Games and Economic Behavior (Jatékelmélet és
gazdasagi viselkedés, 1944) adott, vilagossa téve a jatékelmélet széles kord alkalmazhall
tosagat. Bar a késébbiekben figyelme mas teriiletek felé fordult, ezzel a két munkéaval
egy egész tudomany alapjait fektette le.

A Neumann-féle jatékelmélet hatdsainak Osszefoglaldsa igen nagy feladat, messze megl
haladja e dolgozat kereteit, igy erre nem is toreksziink. Célunk elsGsorban Neumann munl
kassaganak, illetve néhany Neumann altal bevezetett idea fejlédésének bemutatdsa. A mol
dern jatékelméletnek igy sok fontos elemérdl nem esik sz6, ezeket 14sd példaul Myerson
[1991] konyvében. Elgszor Neumann el6futarairdl ejtiink szot, majd bemutatjuk a jatékell
méletet tulajdonképpen elindité minimax tételt. Ezutan ratériink az n-személyes jatékokra,
el6szor a Neumann-Morgenstern-féle megoldast, majd néhany, azdta bevezetett alternatill
vat bemutatva. Roviden szét ejtiink az elmélet tovabbi teriileteir6l, alkalmazsairdl, és

2.z

végiil beszamolunk a Neumann-féle jatékelmélet kutatiasanak jelenlegi helyzetér6l.

Mit neveziink jatéknak, és mi a jatékelmélet?

A bevezeténkben roviden mar utaltunk a jatékok bizonyos jellemzdire, ezeket most 6sszell
foglaljuk, majd felvazoljuk, hogy mit kezd a jatékelmélet az igy definialt jatékokkal.

Egy jaték alapvetSen harom komponensbdl all: jatékosokbdl, jatékszabalyokbol és az
eredmények értékelésébsl. Az els6 nem igényel kiillondsebb magyardzatot. Az eredmél
nyek értékelése megint csak egyértelmid: minden egyes jatékos feldllit egy rangsort a
jaték lehetséges kimenetelei kozott. Az egyszeriség kedvéért feltételezziik, hogy az eredd
mény pénzbeli nyereséggel vagy veszteséggel jar. A jaték célja a minél kedvezGbb kifizell
tés elérése, s egy jatékos ezt a célt szem el6tt tartva, valasztja 1épését vagy lépéseit -
természetesen a jatékszabalyok figyelembevételével. Fiiggetleniil att6l, hogy hanyszor
vagy mikor keriil dontéshelyzetbe, stratégidnak nevezziik azt a dontéssorozattervet, amely
a jaték minden lehetséges dontéshelyzetére és az ebben tapasztalhaté minden lehetséges
allapotara elGir egy konkrét dontést. Bar a jatékban el6alld helyzetek fiiggenek a jatékosl
tarsak 1épéseitdl, a jatékos stratégidja nem, legfeljebb mas-mas valaszlépést ir els. Igy,
ha a jatékosok lépései fiiggenek is egymastdl, a stratégidik nem. A jaték kifizetését az
egyes jatékosok valasztott stratégiai dontik el.!

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a jatékosok ismerik a jatékot, és hogy mindent
megtesznek a magasabb kifizetés érdekében. A jatékelmélet célja megtalalni az optimélis
stratégidkat és a kialakul6 egyensulyi helyzeteket.

A jatékelmélet el6zményei

Dimand-Dimand [1997]* a jatékelmélet torténeti attekintését Waldergrave [1713/1968]
minimax megoldasaval kezdi. A legtobb korai, jatékelméleti gondolatokat is tartalmazo
irds azonban kiilondsebb hatds nélkiil feledésbe meriilt. Ujrafelfedezésiik matematikatord
ténészeknek koszonhetd, inkabb csak kuriézumokként tarthatdok szdmon.3

Folyamatos fejlédés a 19. szazadtél figyelhetd meg, amikor Cournot [1838], illetve
Bertrand [1883] alapvetden gazdasagi miiveikben a piaci verseny két forméjat irjak le.

! Egyes jatékokban véletlen faktorok is szerepet kapnak, ezektSl azonban itt eltekintiink.

2 A tovédbbiakban idézett korai mivek jelentGs része megtaldlhato ebben a gydjteményben.

3 Erdekes megemliteniink Aumann-Maschler [1985] eredményét; a szerz6k a vallasos zsidok életét szaball
lyoz6 babiléniai Talmud egyik rendelkezését igazoljak jatékelméleti alapokon. Lasd még Walker [1995].
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Mindkét szerzdre jellemzd a feltételezés, hogy a résztvevdk pontosan ismerik a konkul
rensek termelési paramétereit. Cournot ismert duopdéliummodelljében két termelS egyetl
lenegy homogén terméket gyart. A termeldk szabadon, parhuzamosan véalasztjdk meg a
termelés volumenét, mig az arat a piac (a kereslet) szabdlyozza. A modellben egy mol
dern jatékhoz hasonldan a termelSk a rivalis varhat6 reakcidjanak figyelembevételével
vélasztjak a termelési volument. Bar itt még a matematika nem 4ll az érvelés kdzéppontll
jaban, Cournot matematikailag igazolta egy olyan egyensily 1étezését, amelyben mindl
két termeld optimalisan reagal a rivélis 4ltal megtermelt mennyiségre. Osszehasonlitva a
hasonlé alapokon nyugvé monop6liummodellel, megéllapitotta, hogy duopdliumban az
arut nagyobb mennyiségben, de ugyanakkor alacsonyabb 4ron kindljdk. A monopdliumi
ellenes torvényeknek részben ma is ez az érv all a hitterében, de akkor Cournot [1838]
munkdja nem sok visszhangra lelt, mivel — Bertrand [1883] kritik4ja szerint — ,,matemal
tikai érvelése, s igy sziikségszeren kovetkeztetése is, hibas”. Bertrand atdolgozta a
modellt, hogy a termelGk a mennyiség helyett az arat tudjak megvalasztani. Megmutatta,
hogy igy az ar azonnal eléri a szabad verseny esetén jellemzd szinvonalat.

Neumann Janos kozvetlen el6futardnak Emile Borelt tekinthetjiik, aki az 1920-as évek
elején tobb rovid dolgozatot is publikalt stratégiai jatékokrdl (Borel [1921], [1924], [1927]).
Munk3ijat az 1950-es években Fréchet [1953] fedezte fel, és rogton a jatékelmélet elindill
téjanak kialtotta ki. Bar valoban Borel vezette be a stratégiai jatékok, illetve a kevert
stratégia fogalmat, képtelen volt elméletét altalanos formaban megfogalmazni. Mi tdbb,
hamisnak sejtette a kés6bb Neumann [1928] altal bizonyitott minimax tételt, amely 1é0
nyegében egyértelmisiti, hogy mely nyerd stratégiat kell egy jatékosnak vélasztania.
Neumann [1953] elismeri Borel érdemeit, ugyanakkor kifejti, hogy a minimax tétel néll
kiil az elmélet vajmi keveset ér, tovabba hogy elméletét 6nalldan dolgozta ki. S6t, Borel
negativ sejtése adott esetben elbatortalanithatta volna a minimax tétel bizonyitasa érdekéll
ben tett erGfeszitéseit.

A minimax tétel

A minimax elv két jatékos konfliktusat irja le. Mindkét jatékos valaszthat maganak egy
s, € 8, illetve s, € S, stratégiat, ahol S, illetve S, el6re meghatérozott (véges) stratégiahalll
mazok. Legyen tovabba U: §; xS, — R egy valos fliggvény, amely megmutatja, hogy egy
adott stratégiapar mellett mi a jaték kimenetele az elsé jatékos szadmara. Feltételezziik, hogy
a jaték zérusosszegd, tehit a masodik jatékos ennek éppen az ellentettjét kapja.
Legyenek tovabba & e R% és ne R® kevert stratégidk, azaz vektorok, melyek el6irll
jak, hogy egyes tiszta stratégiakat milyen valoszintiséggel valasztja az adott jatékos. Igy

ZSIE 580 = Zsze 5, M, =1. A kevert stratégidk halmaza X, illetve X,. A kifizetést megadl
hatjuk kevert stratégidk fiiggvényeként is.

wX xX, - R
(é’n) = u(é?”) = 2 ZU(SpSz)QtS,TISZ

SES) $,€S,

A kevert stratégidk specidlis eseteként a tiszta stratégidk is eldallithatdk, s ilyenforman
ez az alak sokkal 4ltalanosabb. Ugyanakkor, mig az U fiiggvény tetszbleges, az u fliggl
vény bilinedris, ami egy nagyon specidlis fliggvényforma (Neumann-Morgenstern [1953]
17.7.1.). A kérdés az, hogy milyen stratégiat valasszanak az egyes jatékosok ahhoz,
hogy minél nagyobb nyereménnyel fejezzék be a jatékot. A hattérben két, latszolag fiig-



34 Koczy A. Liszlo

getlen optimalizaciés jelenséggel van dolgunk. Az els§ jatékos mindent megtesz, hogy
minél tobbet kapjon, viszont az ellenfele ezt a nyereményt csokkenteni kivanja. Ez az
alabbi egyenlet bal oldala. Ugyanakkor a masodik jatékos szemszogébGl nézve ugyanez
lejatszodik: megpréobalja minimalizalni az elsd jatékos kifizetését, de kozben természetell
sen jatékostarsa pedig a sajat hasznat noveli. Ez az egyenlet jobb oldala. A probléma attol
érdekes, hogy a két jatékosnak a fliggvény mas-mas valtozojara van hatdsa. A két megll
kozelités ekvivalencidjat el6szor Neumann [1928] bizonyitotta:

min max #(&,n) = max min #(&,n),
neX, &eX, (g n) teX, neX, (é n)
azaz ,minimax egyenlé maximin”. Ez a minimax tétel.

Az els6 bizonyitds (Neumann [1928]) magas szintd topoldgiat és némi funkciondlis
kalkulust hasznalt. Neumann [1937] kés6bb adott egy tiszta topoldgiai bizonyitast is, az
els§ elemi bizonyitds azonban Ville [1938] tanulmanyanak koszonhetS. Ennek a bizonyill

tasnak egy tovabb egyszerUsitett valtozata keriilt bele Neumann és Morgenstern kdzos
mivébe (Neumann-Morgenstern [1953] 154. o.).

Az n-személyes jatékok

Bar 1928-as cikkében Neumann bebizonyitotta a jatékelmélet alaptételét, a cikk hatdsa
nem volt kiilondosebben nagy, mivel elméletének alkalmazhatosdga egyaltalan nem volt
vilagos. Ekkor kertiilt a képbe Oskar Morgenstern, aki felismerte a kozgazdasagtani vol
natkozasokat. Tobb éven 4t tartdé kozds munka vette kezdetét, amelynek eredményeit
eredetileg cikként tervezték publikalni, végiil a rendkiviili terjedelem miatt konyv formal
ban, The Theory of Games and Economic Behavior (Jatékelmélet és gazdasagi viselkel
dés, 1944) cimmel adtik ki.*

A normdlis alak

Bar Neumann és Morgenstern konyviik jelentGs részét a kétszemélyes jatékok elméletéd
nek, illetve alkalmazésainak szentelik, egyik f6 érdemiik, hogy a jatékelméleti gondolkol

dast kiterjesztették a kett6nél tobb, ugynevezett n-szereplds jatékokra. Vizsgalataik tard
gya a mar ismert normdlis vagy stratégiai alak n-személyes altaldnositdsa.

1. definicié [stratégiak]. Egy adott N jatékoshalmazra jelolje S =S, x---x Sy, a jatékol
sok tiszta és X = X, X---X Xy, a kevert stratégidit, ahol X; c R%Vie N. Ha s,€ S, és
0, € X,, akkor jelolje 0,(s;) annak a valdsziniiségét, hogy az i jdtékos a o, kevert stratéll

gidt jatszva, az s, tiszta stratégidt valasztja. Vildagos, hogy ZSEs o,(s;) =1.

2. definicié [hasznossag]. Az U: S — R" hasznossdgi fiiggvény megmutatia, hogy egy adott
stratégiavektor milyen kifizetést eredményez az egyes jatékosok szdmdra, Legyen tovdbbd
u: X — R" a kevert stratégidkra vonatkozd hasznossdg, ha u,(c) = ZE U (s)H o,(s; )[5
teljesiil.

ieN

4 Lasd még Morgenstern [1976] visszaemlékezését k6zos munkédjukra.
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3. definicié [normadlis alak]. A jdtékos- és stratégiahalmazbol, tovabba kifizetésfiigg
vénybdl dllo hdarmast normalis vagy stratégiai alaki jatéknak nevezziik. Egy jdték zérusll

Osszegd, ha ZieNui(o-) =0 bdrmely o kevert stratégidra.

Koaliciok

A kétszemélyes zérusosszegi jatékok esetén a jatékosok szdvetsége semmi tdbblethaszl
not nem hozhat. Hirom jatékos esetén kettd koalicior alkotva dsszehangolhatja dontéseit
a harmadik jatékos karara. A gondolat tetszéleges n jatékosra is kiterjeszthetd: a jatékold
sok egy csoportja koalicidt alkot, hogy ezaltal hatékonyabban képviselje érdekeit. A koall
licié a kilvildg szamara olyan, mint egy jatékos: stratégidkat valaszt, illetve kifizetést
kap. A nyerd stratégidk keresése szempontjabdl tehat 1ényegtelen az, hogy egy koalicié
egy vagy tobb jatékosbol all. Ha létrejon egy koalicid, a tobbi jatékosnak ugyanigy
érdeke egy koalici alakitisa, hiszen igy tudnak legjobban védekezni az elsGdleges koall
lici6 ,tdmadasai” ellen. Az igy létrejott két koalicié megfelel a kétszemélyes jaték két
jatékosanak; ezzel visszavezettiik a feladatot a mar ismert esetre. A megoldast a minimax
tétel adja.

Karakterisztikus fiiggvény

A két jatékosra vald redukcionak koszonhet6 a karakterisztikus vagy mas néven koalicids
fliggvény is (Neumann [1953] 25. fejezet). A v:2"¥ — R karakterisztikus fiiggvény
[v(d) = 0] megmutatja, hogy a jatékosok S részhalmaza vagy koaliciéja milyen v(S)e R

s s,

4. definicio [karakterisztikusfiiggvény-alak]. Az (N, v) pdr egy jaték karakterisztikusO
fiiggvény-alakban, roviden jaték.

Neumann és Morgenstern a karakterisztikusfiiggvény-alakot a normalis alakbdl vezették
le. Ma mar szokasos az elébbit mint elsédleges alakot haszndlni. Ilyenkor a jatékosok
stratégidja rejtett, illetve koaliciok alakitidsaban mertil ki.

Bar a karakterisztikus fiiggvény csak a koalici6 teljes kifizetését adja meg, kozvetett
moddon a kifizetés elosztdsdt is befolyasolja (Neumann-Morgenstern [1953] 25.2.1.-
25.2.2.). Egy jatékos éppen azért csatlakozik egy koalicibhoz, hogy ezéltal elGnydsebb
helyzetbe keriiljon. Elérkezhet tehat egy olyan pillanat, amikor elénydsebb szaméra a
koalici6 elhagyasa, a masik koalicioba vald belépés, vagy akar egy teljesen 1j koalicié
létrehozasa. Az ilyen megfontoldsok mar haromszemélyes jatékok esetében is fontosak,
jelentGségiik nagyobb jatékokban azonban elvitathatatlan az egyensilyi elosztdsok megll
hatirozasaban.

5 Neumann és Morgenstern megkovetelték tovabba, hogy v(N\S)=-v(S) és v(SUT)>v(S)+w(T), ha
SSTcN és SNT = 0.
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Megoldasok
A Neumann-Morgenstern-megoldas

Monumentalis miivének eredményei koziil Neumann a ,,megoldast” tartotta a legfontol
sabbnak. A koncepci6 definidldsa tobb, a késébbiekben is sziikséges jatékelméleti fogalll
mat igényel, ezért a definici6t ezek bevezetésével kezdjik.

5. definicié [N-M elosztas]. Az x = (x,),.y € RY kifizetésvektort elosztasnak nevezziik, ha

x, 2v{i}) Vie N (egyénenként raciondlis)
x(N) = in =0 (nulla osszegii).

ieN

Elosztasnak neveziink tulajdonképpen minden allapotot, ami egy jatékban el6fordulhat.
Egyrészrdl feltételezziik, hogy egy jatékos csak olyan koalicidban vesz részt, ahol legll
alabb annyit kap, mint amennyit egyediil elérhet (ez az els§ feltétel), masrészrdl a jaték
zérusosszegd.

A jatékosok preferencidik szerint egy sorrendet allithatnak fel a jaték lehetséges allal
potai kozott. Bar elvben el6fordulhat, hogy 1étezik olyan allapot, amely mindenki kedO
vence, az ilyen jatékok igen ritkdk, (nem trivialis) zérusdsszegd jatékokban pedig ilyen
elosztds nem fordulhat el§. Amikor tehat egy jaték megoldasat keressiik, sokkal drnyald
tabb megkozelitést kell alkalmaznunk. Neumann-Morgenstern [1953] 4.5.4. pont megll
fogalmazdsa szerint az elosztdsoknak olyan halmazat kell megtaldlnunk, amely igy hall
mazként osztja egy ilyen ,kedvenc” éllapot tulajdonsagait. MindenekelGtt az egyes el
osztasok kozotti preferencidkat formalizaljuk.

6. definicié [elérhetGség]. Az N jdtékoshalmaz S részhalmaza szamdra az x elosztds
elérhetS, ha x(S) =Y x, <v(S).

Az § koalici6é képes ,kikovetelni” a szdmara elérhetd x elosztast. Ha ugyanis a tobbi
jatékos az x elérésében nem miikodik egyiitt, az S tagjai kiilonvalnak, hiszen a karaktel
risztikus fiiggvény alapjan v(S) kifizetést biztosan el tudnak érni, és ez a komplementer
koalici6 szdmara kedvezGtlenebb helyzetet teremt.

7. definici6é [dominancia]. Az x elosztds domindlja az y elosztdst, azaz x >y, ha létezik
olyan, nem iires S — N koalicio, hogy szamdra x elérhetd és x, >y, VieS.

8. definicié [megoldas].’ Az elosztdsoknak egy X halmazdt megolddsnak nevezziik, ha
teljesiti a kdvetkezd két feltételt:

1. Nincs a ¥ halmaznak olyan y eleme, melyet X egy x eleme domindl.

2. Minden a X halmazon kiviili y elosztdst domindl valamely x € X.

A két feltétel a belsd, illetve kiils§ stabilitast biztositja. Neumann és Morgenstern interl
pretacidjaban (4.6. és 30.2.) a ,megoldds” nem mads, mint elfogadott ,,viselkedési norQ
mak” gyldjteménye: ha két viselkedési mod koziil az egyiket preferdlndnk, a masik nem

% Mivel azdta tobb alternativat is bevezettek, a Neumann-Morgenstern-féle megoldas stabil halmaz néven
is ismert.
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mindsiilne elfogadottnak. Ugyanakkor egy viselkedési mod csak akkor lehet nem elfogall
dott, ha van olyan norma, amivel helyettesithet§. Fontos megjegyezni, hogy a megoldas
egy globdlis megoldaskoncepcid abban az értelemben, hogy nem egyenstlyi pontok hall
maza, hanem egyensilyi halmaz, s az egyes elemeinek egyensulyi volta csak a tobbi
elem Osszességével egylitt vizsgalhatd (Lucas [1992] 5. szakasz).

A Neumann-Morgenstern-féle megoldasnak azonban nem ez az egyetlen érdekes, vagy
furcsa tulajdonsaga. Maguk a szerzdk is megjegyzik, hogy a megoldas 1étezését semmi
sem garantalja, illetve ha l1étezik megoldas, az egyértelmtien definidlt. Mivel idével sikel
riilt megoldasok 1étezését igazolni a jatékok széles korére, a tudomanyos kézvéleményt
vératlan és kellemetlen meglepetésként érte Lucas [1968], [1969] tizszemélyes ellenpéld
dédja. Mas jatékokrol bebizonyosodott, hogy igen sok megoldasuk van, st a véges szamui
megoldédssal rendelkezd jatékok mar kiilonlegességszdmba mennek (Lucas-Michaelis
[1982], Lucas-Michaelis—-Muto-Rabie [1982]).

A megoldas dltalanositdasai

Neumannék elsGsorban zérusdsszegd jatékokat vizsgaltak, s ezeken beliil is feltételezték,
hogy egy koalici6 1étrejotte azonnal a komplementer koalicié megalakuldsat vonja maga
utan. Kérdés azonban, hogy nem érne-e el a két koalici6 legalabb ekkora kifizetést, ha
Osszefognanak, s egy ,koaliciét” alkotnanak. Nash [1950a], [1953] utdn az ilyen jatékold
kat kooperativnak, egyes allapotaikat pedig elosztdsoknak nevezziik.

9. definici6 [elosztas]. Legyen (N, v) egy jdték karakterisztikus fiiggvény alakban. Egy
xe RY kifizetésvektort elosztdsnak neveziink, ha

x(N) = v(N) (megvalosithato és hatékony), illetve
VYie N: x, = v({i}) (egyénenként raciondlis).

Az elosztasok halmaza lehet ires.

Mind a kooperativ, mind a Neumann-féle jatékokat altalanositjak a részben kooperativ
vagy hibrid jatékok (Zhao [1992]). Neumannhoz hasonldan feltételezziik, hogy egy koall
licién beliil tokéletes az egyiittmiikddés, illetve hogy a koaliciok érdekei egyméassal szemben
allnak, viszont megengedjiik egy, két vagy tobb koalici6 alakuldsat is. A részben koopell
rativ jatékok allapotait kimenetelek (outcomes) alkotjak.

10. definicié [kimenetel]. Az (x, P) pdrt, ahol x e R" kifizetésvektor, és P a jdtékosokl
nak egy particidja, kimenetelnek nevezziik, ha az x vektorra teljesiil

VSe P: x(S)=vS) (megvalosithato és hatékony), illetve
Vie N: x, = v({i}) (egyénenként raciondlis).

A kimenetelek halmaza sohasem iires, hiszen a csupa egytagu koaliciobol all6 particiol
ban a jatékosok pontosan az egyénenként raciondlis kifizetést kapjak, amely kifizetésvekl
tor egyben teljesiti az elsd feltételt is.

11. definicio [kimenetelek dominanciajal. Az (x, P) kimenetel domindlja az (y,Q) kil
menetelt, azaz (x,P) > (y,Q0), ha létezik olyan S € P

x; 2y, VieS és dieS:x, >y,
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Mivel Se P és (x,P) egy kimenetel, ezért v(S) = Zie ;Y;» ami megfelel a Neumann-féle
elérhetdségi feltételnek. Ezt tovabbgondolva, az is vildgos, hogy ha egy adott (x,P)

kimenetelhez létezik egy olyan S koalici6, hogy v(S) > Zie x;, akkor 1étezik olyan (y,Q),

N
hogy Se Q és (y,Q0) dominilja (x,P)-t.

A Neumann-Morgenstern-féle megoldas alkalmazasa nem igényel 4j definiciét a teljed
sen vagy részben kooperativ jatékokra. Sajnos azonban ezek a korszertbb, altaldinosabb
értelmezések sem mentesek a klasszikus valtozat gyengeségeitSl. Mivel azonban az elll
mult 50 évben bevezetett szdmtalan megoldaskoncepcid (amelyek koziil parral a kdvetkel
76 szakaszban foglalkozunk) sem nyujtott igazi alternativat, az ut6bbi idében ismét fell
éledt az érdekl6dés a Neumann-Morgenstern-féle megoldés irdnt, és sokan tettek eréfel
szitéseket a kevésbé vonzo jellemzdk kikiiszobolésére: Greenberg [1992] mddositotta a
definiciéban hasznalt dominancia fogalmat; van Deemen [1991] absztrakt jatékokat’ vizsO
gélt, majd az altalanositott megoldast az absztrakt dominancia tranzitiv lezartjanak segitll
ségével definialta.

Mais szerz8k a megoldds tovabbi altalanositasan dolgoztak: Espinosa-Inarra [2000]
a megoldast externdlidk jelenlétében vizsgaljak; Diamantoudi és Xue pedig tobb, részl
ben kozos munkaban (Xue [1958], Diamantoudi [2002], Diamantoudi-Xue [2003]) kil
terjesztették a neumanni gondolatot olyan jatékokra, amelyek résztvevdi ,tavollatok”,
s nem a kozvetlen elérhet§, hanem a végsd, stabil allapotban kifizetett hasznossag
novelésére torekszenek. Az ilyen jatékokrdl késébb bdvebben is szt ejtiink.

Bar az Ujabb eredmények sokban hozzijarultak a Neumann-Morgenstern-féle megoll
das jobb megértéséhez, tovabbra is szdmtalan nyitott kérdésre varjuk a valaszt.® Mind0
ezek ellenére, amikor az djabb, egyszertibb megoldaskoncepciok kudarcot vallanak, tol
véabbra is el6-elGkertiil a jatékosok viselkedését igen jol leir6 Neumann-Morgenstern-féle
megoldas.

Alternativ megolddskoncepciok

A mag és valtozatai. 12. definicié [mag]. A mag (core) a domindlatlan elosztdsok/
kimenetelek halmaza. Mdsképpen: A mag pontosan azon (x,P) kimenetelek halmaza,
amelyekre

Y x,2v(S) VScN.

€S

Az Osszes kooperativ megoldéds koziil ez a legkdnnyebben megérthetd, konnyd kiszamill
tani; egyszertiségének koszonhetden talan a legnépszertibb. Peleg [1992] érvelése szerint
egy megoldas csak akkor ,elfogadhat6”, ha axiémai a mag axiémdaihoz hasonlitanak.
A mag egyetlen hétuliit6je, hogy lehet iires is, mely esetben semmifajta Gtmutatdst nem
nyujt a jaték megolddsira vonatkozodlag.

Gondolata egyidGs a jatékelmélettel, felfedezhet6 mar Edgeworth [1881] irasaiban is
»szerzGdési gorbe” (contract curve) néven (Kannai [1992]). Ugyanakkor, ha Neumann
érdekes gondolatnak is tartotta a magot, az altala vizsgalt zérusosszegd jatékokban a mag

7 Egy absztrakt jaték egy éllapothalmazbodl és egy azon felallitott dominanciarelaciobol 4ll - jatékosok
nélkiil.

8 A Neumann-Morgenstern-féle megoldas irodalméanak kitding attekintéseit adja Lucas [1977], [1990],
[1992].
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mindig iires, igy a definicié Gillies [1959] és Shapley nevéhez kotddik. A mag tiressége
a kezdetektdl foglalkoztatta a kutatokat. Bondareva [1963] és Shapley [1967] egymastdl
fiiggetlentil allitottdk fel a nem iires mag feltételeit. Ezzel pAirhuzamosan elindult a kutall
tas egy hasonld, de nemiires megoldas felé.

Kozelito magok. A legkézenfekvébb megoldds a dominancia ,szigoritdsa.” A kozelitd
mag (approximate/quasi-core, Shapley-Shubik [1966]) definici6ja pontosan ezen alapl
szik. Feltételezziik, hogy az elhajlas (deviation) soran jatékosonként (a gyenge) vagy
koaliciénként (a erds kozelit6 mag esetén) € > 0 elvész, példaul adoként be kell fizetni.
Igy az elhajlisok egy része nem hoz hasznot, és a mag sziikségszerdien béviil, s ha &
elegendGen nagy, a mag nemiires.

A legkisebb mag (least core, Maschler-Peleg—Shapley [1979]) az a nem iires (erds)
kozelitd mag, amelyre € a legkisebb. A legkisebb mag sohasem iires, viszont altaldban
til kicsi az alkalmazasokhoz, és az ¢ értékéhez is nehéz magyarazatot csatolni, igy alkall
mazasai ritkdk. Fontos azt is megjegyezni, hogy ha a mag nem ires, a legkisebb mag a
mag (altalaban kis) részhalmaza.

Modositott mag. A mag minden lehetséges elhajlast figyelembe vesz, anélkiil hogy ezek
stabilitdsat vizsgdlndnk. Ray [1989] csak a stabil elhajldsokat engedélyezi; az igy rekurll
ziv médon definidlt médositott mag (modified core) egybeesik a maggal.

Alkuhalmaz. Hasonl6 gondolatot fogalmaznak meg Davis-Maschler [1963] és Aumann—
Maschler [1964] tanulményok az alkuhalmaz (bargaining set) bevezetésekor. Egy kifoll
gas (objection) csak akkor hiteles, ha nincs olyan ellenkifogas (counter-objection), mely
a kifogassal €16 koaliciot felbontja. Itt azonban, amikor a kifogassal é16 koalicidnak belsG
instabilitasat vizsgaljuk, az ellenkifogds johet, s6t rendszerint kiils§ jatékostdl jon. Az
ellenkifogasok révén sok kifogas hitelét veszti. Ennek koszonhetd, hogy az alkuhalmaz
sohasem iires Peleg [1963]; épp ellenkezSleg, az okoz problémat, hogy az alkuhalmaz
til nagy. Mint Dutta és szerzdtdrsai [1989] megallapitjak, azaltal hogy a masodlagos
kifogasok, azaz az ellenkifogdsok hitelét nem vizsgalja, az alkuhalmaz tdl sok (elsédlel
ges) kifogast hiteltelenit. A konzisztens alkuhalmaz (consistent bargaining set) az ellenl
kifogasokat ugyanannak a vizsgéalatnak veti ald, de sajnos, az iiresség problémdja itt
visszatér. Az alkuhalmaz irodalmat Maschler [1992] tekinti at részletesen.

Tavollatas. Az alkuhalmaz 1ényege, hogy a jatékosok a kifogasnak/elhajlasnak nem csak
a kozvetlen eredményét, hanem az erre vald lehetséges reakciokat is figyelembe veszik.
A konzisztens alkuhalmaz ezt a gondolatot viszi tovabb a késGbbi ellenkifogasok hitelél
nek vizsgalatdval. Arra azonban nem tér ki, hogy az ellen-ellenkifogasok hogyan befol
lyasoljak az eredeti kifogast. Amennyiben az ellen-ellenkifogas pusztin az ellenkifogast
semlegesiti, az eredeti kifogds akar sikeres is lehet. A tavollatds gondolata, nevezetesen,
hogy a jatékosok az alkufolyamat egészét nézik, és csak a végsé (stabil) kifizetés érdekli
Gket, mar Harsanyi egyik cikkében is felbukkan; modern fogalma azonban Chwe [1994]
nevéhez kothetd.

Bar sokan a jatékelmélet, s6t a kozgazdasagtani gondolkodas forradalmat vélik ebben
az irdnyzatban felfedezni, fontos megjegyezniink, hogy a tavollatas (farsightedness) nem
azonos az eldrelatassal (foresightedness). Utobbit jelenleg legjobban Kdczy [2002], illetd
ve Konishi-Ray [2003] megkozelitésével lehet modellezni, azonban a felmeriil§ elméleti
és gyakorlati problémék a tovabbi kutatdst egyel6re nagyon megnehezitik. Meggondol
land6 ugyanakkor az is, hogy egy hosszantartd jatékban csak a végeredményre koncentl
ralni meglehetGsen irraciondlisnak tnik, s nehezen 6sszehangolhaté az emberi gondol-
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kodassal. A kérdés rendkiviil gyakorlati: Magyarorszag EU-csatlakozasaval kapcsolatll
ban keveseket érdekel, hogy mi a csatlakozas elénye 300 év milva, a legtobben a
remélt pozitiv hatdsokat még életiikben, lehetSleg 6t-tiz éven beliil szeretnék élvezni.
Tekintve, hogy a targyalasi folyamat (,,egy 1épes”) legalabb ennyi ideig tartott, ebben
az esetben a szerepldk gondolkodédsat tovabbra is legjobban rovidlatissal, midpidval
lehet leirni.

Dinamikus megoldasok. Mint az az eddigiekbdl kideriil, a mai napig nincs olyan
megoldaskoncepcid, amely minden kivansagnak eleget tenne. Ezeket a kovetelményeket
Zhou [1994] foglalta harom pontba. Egy megoldds sohasem iires, nem definidljuk a
jatékosoknak sem egy elére megadott, sem az Osszes lehetséges particidjara. Mig a Neul
mann-Morgenstern-megoldds, a mag és még sokan masok az els6én, az alkuhalmaz péld
daul a masodik feltételen bukik el. Eredményt hozhatnak az olyan dinamikus megkozelill
tések, amelyek egy jaték ergodikus halmazat tekintik megoldasnak. Lényegében ez tortél
nik Shenoy [1979] dinamikus, Packel [1981] stochasztikus megoldasa, Sengupta—-Sengupta
[1994] életképes javaslatai (viable proposals) és a legkisebb domindns halmaz esetében
(Koczy-Lauwers [2002]). Ezek a megoldasok altaldban mar definicigjukbdl adédéan nem
lehetnek tiresek. Utobbi kettd kiilon érdekessége, hogy egybeesnek a nemiires maggal.
Sajnos, azonban ha a mag iires, az életképes javaslatok halmaza til nagy, megoldasként
nehezen haszndlhatod.

Nem kooperativ megoldasok. A Neumann-féle jatékelméletet John F. Nash - mdig tart6
vitat kavarva - kooperativ és nem kooperativ jatékokra osztotta. A Nash 4altal kooperativil
nak nevezett jatékokban 1. a jatékosok a dontéseiket kozdsen hozzdk (tehat a jatékosok
kozott kiterjedt a kommunikacid), masrészt 2. a megallapodas koti a jatékosokat, hiszen
azonnal végre is hajtjak. Ezzel szemben a nem kooperativ jatékokban semmiféle kots
megallapodas nem lehetséges, olykor még a jatékosok kozotti kommunikaciot is kizarl
juk. Ennek tiikrében a Neumann-Morgenstern-megoldés inkabb a kooperativ megoldall
sok kozé sorolhato.

Non kooperativ jatékokra Neumann minimax tétele nem alkalmazhat6 valtozatlan for
maban. Nash [19500], [1951] azonban - Kakutani [1941] fixponttételének egyik elsd
alkalmazasaként - a jatékok széles korére igazolta az azéta rdla elnevezett nem kooperal
tiv egyensuly, illetve egyensulyok 1étezését.

13. definicié [Nash-egyensily]. Legyen T =(N,X,u) egy normdlis jaték. A o kevert
stratégia Nash-egyensiilyi pont, ha minden egyes i jatékosra

U(0;,0y ) 2 U(0;,0y,,) Vo, e X,.

A Nash-egyensuly a jatékelmélet és a kozgazdasagtan, azon belil is a mikrodkonémia
egyik alapvetésévé valt. A gondolat azonban nem minden kritikdt6] mentes.

Nash a nem kooperativ jatékokban feltételezte, hogy I. a jatékosok kozott nincs kom0l
munikacié, tovabba hogy 2. semmi sem koti Sket az esetleges megallapodasokhoz. Osszel
hasonlitva ezeket a kooperativ jatékok feltételeivel, kideriil, hogy bizonyos jatékok nem
mondhatdk sem kooperativnak, sem nem kooperativnak a nashi értelemben. Ezért vitatja
Harsdnyi-Selten [1988] a kettds, binaris felosztds helyességét, és a hangsilyt a megallall
podasok kotd (kooperativ), vagy nem kot6 (nem kooperativ) voltara helyezik.

Ha viszont engedélyeziink kommunikaciot a jatékosok kozott, a Nash egyensulyi ponl
tok ki vannak téve jatékoscsoportok koordinalt elhajlasainak. Az ilyen elhajlasokat is
figyelembe vevs erds Nash-egyensiilyt Aumann vezette be. Az er§s Nash-egyenstily azon-
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ban ,,til erGs”, mivel minden lehetséges koalicids elhajlast tekintetbe vesz, fiiggetleniil
att6l, hogy a devians koalici6 maga stabil-e. Emiatt ilyen egyensily ritkan létezik.
A Bernheim-Peleg—Whinston [1987] altal bevezetett koaliciobiztos részjaték-tokéletes
(coalition-proof subgame-perfect) Nash-egyensuly erre a felvetésre ad valaszt. Bar valoll
szintileg ezzel még nem zarult le a nem kooperativ egyensilyok fejlédése, a modern
jatékelméletben gyakran feltételezziik, hogy a kommunikacié tartés, megkoté megallal
podassal, tehat kooperativ viselkedéssel is parosul, igy az ennél Osszetettebb koalicids
megoldasokat a kooperativ jatékelmélet targyalja.

Tovabbi kérdések

Rovid jatékelméleti utazasunk soran igyekeztiink Neumann munkassigat és kozvetlen
hatasat informadlis stilusban, inkdbb a gondolatok mogotti intuicid, semmint hosszi forl
malis definiciok és tételek segitségével bemutatni. Nem kertilhetett sor tobb olyan kérll
désre vagy teriiletre, amelyek fontosak, de tavol estek kozponti témanktol, vagy az igéll
nyelt matematikai apparatus meghaladja a dolgozat kereteit. Ezek ko6ziil néhanyrél most
mégis roviden szot ejtiink.

A neumanni definiciét6l valé eltdvolodas lehet6vé tette, hogy sokkal altalanosabb kall
rakterisztikus fliggvény alaku jatékokkal is foglalkozzunk, viszont megsztnt a kiilonb6z6
koaliciés kifizetések kozotti kapcsolat. Az ilyen modellek tehat mar nem veszik figyell
lembe a koalicidalakitds kiilhatdsait, holott a koalicids jatékelmélet mai, leggyakoribb
alkalmazdsaindl, mint példaul a nemzetkdzi kornyezetvédelmi egyezmények vagy kartell
lek stabilitdsandl, éppen a pozitiv kiilhatist ingyen élvezd potyautas-viselkedés (freell
riding behaviour) okoz problémat. Ugyanakkor egyes iparagak (autdgyartas, légi kozlel
kedés) koncentralodasanal éppen a koalicidalakitas negativ externalidi okozzéak azt a lancl
reakcidt, amit egy-egy cégegyesiilés kivalt. Hasonl6 mdédon magyarizhaté az Eurdpai
Uni6 rohamos bdviilése, hiszen az erGsen belterjes eurdpai piacokon fokozottan hatranyl
ba keriilnek a vdmunién kiviil 1év6 orszagok. Megoldast nyujthat a particids fiiggvény
(Thrall-Lucas [1963]) vagy a mar emlitett hibrid alak haszndlata, mert ezek szdmolnak
az externalidkkal is.

Az tjabban bevezetésre keriil§ jatékalakok koziil mindenképpen figyelmet érdemelnek
még a halézati jatékok (network games), ahol a kifizetéseket a jatékosok kozotti kétoldalt
kapcsolatok megléte vagy hidnya, illetve altalinosabban, szorossdga donti el.

A kooperativ megoldasok érdekes csoportjat alkotjak az értékek; koziiliik legismertebb
a Shapley-féle érték (Shapley [1953]). Szemben a dominancidn alapul6 megoldasokkal,
ezek az egyes jatékosok ,kozjohoz” vald hozzdjarulasat vizsgéaljak, s igy alkalmasak
arra, hogy felmérjiikk egy adott szavazattal rendelkezd érdekcsoportnak egy dontéshozéd
szervezeten beliili tényleges befolyasat. Igy példaul a nizzai szerzddés értékelésénél nem
a meghatarozott szavazatokat kell nézniink, hanem hogy ezek milyen tényleges érdekérll
vényesitést tesznek lehetdvé, figyelembe véve az orszagok kozott érdekellentéteket és
-parhuzamokat.

Az Osszes eddigi eredmény azon a feltételezésen alapszik, hogy a kifizetések minden
jatékos szdmara ugyanakkora hasznossagot eredményeznek. A nem dtvdlthaté hasznosl
sdgii (nontransferable utility) jatékokban ezt a kikotést feloldjuk. Igy példaul a karaktell
risztikus fliggvény nem egy valds szdmot, hanem a lehetséges elosztdsok halmazat rendell
li a koaliciékhoz.

Nem kevésbé fontos az eddigiekben a kdzds tudds (common knowledge). Ennek hial
nyaban a jatékosok eleinte szinte ,vakon” jatszanak, nem ismerve a jatékostarsak szeml
pontjait, s6t, akar a jaték szabalyait sem; ezeket csak ismételt lejatszasok soran tanulhat-
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jak meg. Az evolicioés jatékelmélet ilyen jatékokkal foglalkozik; alkalmazési teriiletei
kozé sorolhatjuk természetesen a bioldgiat, tulajdonképpen az egész evolicid egy evolull
cios jaték.

Az aukcidk 1ényege is a rejtett informacidk felfedése. Az elad6 szeretné az arut minél
dragébban eladni, a vevd pedig minél olcsobban megvenni. Nem ritka a verseny a vell
vOk, s6t, akar az eladok kozott is. Az aukcidelmélet leglatvanyosabb alkalmazasanak a
mobiltelefon-szolgéltatok szamadra kiirt palyazatok nevezhetSk. Egyes orszdgokban a jal
tékelméleti alapon kidolgozott palyaztatds korabban sohasem latott bevételhez juttatta az
allamkasszat, mig masutt a tudomanytalan versenykiirds eredménye joval alulmaradt a
(politikai) varakozdsoknak. Természetesen ugyanezek a mddszerek alkalmazhatok més
allami palyazatokra, igy a privatizacidban is.

A jatékelmélet napjainkban

Befejezésképpen tekintsiik at, hova jutott a jatékelmélet a Neumann minimax tétele 6ta
eltelt 75 év alatt. Ma a jatékelmélet 6nallé6 tudomany, amelyet tobb szdz kutatd iz vilag
szerte. A teriilet 1974 6ta sajat lappal rendelkezik; az International Journal of Game
Theory a Springer gondozésaban jelenik meg. Az 1990-es évek elején az Academic Press
altal elinditott Games and Economic Behavior cime talan nem véletleniil rimel Neumannék
konyvére. Ehhez a két, ma mar elismert folydirat mellé néhdny éve csatlakozott az
International Game Theory Review, de szdmtalan mas kdzgazdasagtani, matematikai vagy
politikai folyoirat is k6z6l rendszeresen jatékelméleti cikkeket. Az 1990-es évek elejétdl
kezdve sorra jelennek meg a Handbook of Game Theory (Jatékelméleti kézikonyv) kotel
tei Aumann és Hart szerkesztésében (1992, 1994, 2002), amelyek fejezetei enciklopédil
kus stilusban mutatjak be az egyes teriileteket, eredményeket. A targyalt témakban Myerson
[1991] munkéja tomorebb, de szintén kiting attekintést ad.

1999 januarjaban megalakult a Nemzetkozi Jatékelméleti Tarsasag, mely 2000 nyaran
Bilbadban tobb szaz résztvevivel tartotta elsé kongresszusat. A tervek szerint négyévenl
te megrendezésre keriild kongresszus mellett évente szamtalan kisebb, néha csak egy
részteriilettel foglalkozé konferencia nyujt taldlkozasi lehetdséget.

A jatékelmélet sz6 ma mar nem csak a kutatok szdmdra cseng ismerdsen. Az utdbbi
években két dolog is kozrejatszott abban, hogy ez a viszonylag fiatal tudomény a szélel
sebb kord publikum szdmdra is ismertté valjon. 1994-ben a jatékelmélet szinte szimbolil
kus elismeréseként Harsanyi Janos, John F. Nash és Reinhard Selten kdzgazdasdgtani
Nobel-dijat kaptak, majd néhany évvel késébb Csodalatos elme cimmel nagysikert, Oscarl
dijas film késziilt Nash életébsl. A jatékelmélet tehat bekertilt a koztudatba, és remélhell
t6leg a centenariumi Neumann-év eredményeként az is kozismertté valik, hogy e ,,csodal
latos elméletnek” (is) atyja — Neumann Janos.
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