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A pénziigyi eszkozok arazasanak alaptétele diszkrét ideji
modellekben

A szerzd a pénziigyi matematika pénziigyi médszerekkel csokkenthetd kockazataill
nak nagysagat prébalja matematikai megfontolasokkal meghatarozni. A matematikai
pénziigyek legegyszeriibb allitasait ismerteti, diszkrét, véges idéhorizont esetén bel]
latja az eszkozarazas els6 és masodik alaptételét.”

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: G12, G13.

A tanulmanyban a matematikai pénziigyek legegyszertibb kérdéseit foglalom 0ssze.! Némi
absztrakcidval a matematikai pénziigyek legfontosabb kérdése a kovetkezd. Tegyiik fel,
hogy a jov6é T idSpontjdban lehetGségiink® lesz egy H mddon jelolt véletlen kifizetés
megszerzésére. Mi jelenleg a H korrekt ara, mekkora kompenzécié jar jelenleg a H-ban
foglalt jovébeli kockazatért? Természetesen a kérdésre a valasz csak akkor adhaté meg,
ha tisztazzuk a H véletlen kifizetés mogotti ,,fogadas” kozgazdasagi hatterét.

Ha a fogadas H eredménye csakis kiils§, ellendrizhetetlen tényezSkt6l fliigg, akkor a H
jelenlegi értékének meghatarozdsa szigoru értelemben nem pénziigyi matematikai, s6t
nem is kozgazdasagi feladat. A feladat akkor vélik pénziigyi-matematikaiva, ha feltétel
lezziik, hogy a H kifizetés mogotti kockazat pénziigyi eszkozokkel, aktiv pénzigy csell
lekvéssel modosithatd.

A pénziigyi matematikdban a pénziigyi modszerekkel csokkenthet6 kockazatok nagyl
sagat probaljuk matematikai megfontolasokkal meghatarozni. Ezt azért érdemes hangsil
lyozni, mert a pénziigyi matematikat feliiletesen ismerdk gyakran gondoljak ugy, hogy a
teriilet tirgya a ,hogyan legyiink okosak a t6zsdén” kérdés megvélaszoldsa. Annak ellell
nére, hogy ennek a kérdésnek a megvalaszoldsat tdvolrdl sem tartom érdektelennek,
nyomatékosan hangsilyozni kell: nem errdl van sz6. Az elmélet kiindul6 pontja éppen
az, hogy semmilyen matematikai mddszerrel sem lehetiink ,,okosabbak” a piacnal, és

* Koszonetet szeretnék mondani a Magyar Kiilkereskedelmi Banknak a vallalati professzori 0sztondij
keretében nyujtott tdmogatasért.

I A dolgozatban leirtak az irodalomban kozismertek (Elliott-Kopp [2000]), mégis Ggy gondolom, hogy
érdemes a magyar kozgazdaszok figyelmét felhivni rajuk, ugyanis a bemutatott allitdsok talan nem elég
széles korben ismertek. Kiilonosen annak hangsiilyozasat tartom fontosnak, hogy a pénziigyi derivativdk
drazésa matematikai szempontb6l nem tekinthet6 a matematikai kozgazdasagtan onallé fejezetének. Ugyanl
csak fontosnak tartom a Dalang-Morton-Willinger-tétel itt tirgyalt bizonyitdsnak bemutatdsat, ugyanis a
legutobbi iddszakig a tételt nehéz tételként tartottdk szdmon. Az itt kozolt bizonyitds Kabanov-Stricker
[2001], lényegében elemei, ugyanis az analizis néhdny egyszertbb tételétdl eltekintve semmilyen komoll
lyabb eredményre nem timaszkodik. A dolgozat a Budapesti Kozgazdasigtudomanyi és Allamigazgatasi
Egyetemen tartott el6addsaimra tdmaszkodik, és megegyezik a diszkrét ideji modelleket tartalmazé tanl
anyagrésszel.

2 A H kifizetés nem feltétleniil elényds. A H mogotti kifizetés lehet negativ is.

Medvegyev Péter, Budapesti Kozgazdasagtudomanyi és Allamigazgatasi Egyetem, Magyar Kiilkereskell
delmi Bank vallalati katedra.
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csak az atlagosnél nagyobb kockazatvallaldssal tudunk az atlagosndl nagyobb nyereségll
hez jutni.

A pénziigyi matematika megfontolasai az elméleti pénziigyek terén felismert kockézatll
minimalizalasi elvre épiilnek. Ez altaldnos ,filozdfiai” elv, amely szerint egy véletlen
kifizetésbdl szarmazd kockazat csak annyiban ismerhetd el, amennyiben az sziikséges,
indokolt volt. A tilzott kockazatviselés miatt elszenvedett veszteségekért nem jar komi
penzacid. Természetesen kézenfekvd a kérdés: ki és mi hatdrozza meg, hogy a kockazat
tilz6, vagy sem? A viélasz a kozgazdasigtanban megszokott: a kockazat piaci ara. Es mi
hatirozza meg a kockézat piaci arat? Hat semmi mds, mint a kockazat iranti kereslet és a
kinalat, vagyis a kockazati preferencidk. Ennek megfelelGen a matematikai pénziigyek a
matematikai kozgazdasagtan egyik specidlis fejezete. Bar ez a besorolds ,,filoz6fiai” szeml
pontbdl helyes, a teriilet mind matematikai hatterét, mind gyakorlati alkalmazhatésagit,
verifikaltsagat tekintve igencsak elkiiloniil az altalanos kozgazdasagi elmélettSl. A donts
kiilonbség nem elméleti, filozofiai karakterd. Sokkal inkabb az alkalmazasok nagy szall
méaban és jellegében nyilvanul meg.

Szokas a matematikai pénziigyek kozgazdasigtanon beliili elkiiloniilését a preferencill
akra val6 kozvetlen hivatkozas hidnyaval indokolni, és azt mondani, hogy a pénziigyek a
kozgazdasagtan azon teriilete, ahol az 4rakat a preferencidkra vald explicite hivatkozas
nélkiil is meg tudjuk hatirozni. Ez részben helyes, részben azonban félrevezetd. Félrevel
zet§ annyiban, hogy miként késébb hangsilyozni fogjuk, a preferencidkra csak akkor
nem sziikséges hivatkozni, ha a piac teljes, de nem teljes piacokon elvileg csak a prefel
rencidk ismeretében hatdrozhat6 meg az ar. A konkrét alkalmazasokon alapuld pénziigyi
modellekben azonban a piaci szerepldk preferencidi a legritkabb esetekben jelennek meg
explicite. Ennek oka az alkalmazasokkal val6 €16, szoros kapcsolattartds, amelynek kol
vetkeztében a modellekben az olyan megfigyelhetetlen paraméterek, mint a preferencidk
szerepeltetése, a nevetségesség elkeriilése és a komolysag latszatdnak megdrzése végett,
keriilendd.

A tovéabbiakban csak a diszkrét id6horizont esetére szoritkozom, vagyis felteszem,
hogy a kereskedés csak véges szamu, el6re rogzitett idGpontokban lehetséges. Altalaban
ugyancsak feltételezem, hogy a modellekben szerepl§ kiilonb6zd valdszintségi valtozok,
sztochasztikus folyamatok értékkészlete véges.® Ennek a leegyszerdsitett megkdzelités
nek a tilbecsiilhetetlen elénye, hogy matematikailag elemi. Miként 14tni fogjuk, a lineal
ris algebra, illetve a linedris programozas legegyszertibb, kdzismert tételein kiviil seml
milyen mas komolyabb eredményre nem lesz sziikségiink. Ezt azért érdemes hangsull
lyozni, mert a matematikai pénziigyekkel kapcsolatos altalanos elképzelés szerint a teriil
let matematikailag rendkiviil igényes. Ez igaz is, de csak akkor, ha folytonos id6paramél
tert tételeziink fel. Ha az idGhorizont diszkrét és véges, akkor semmilyen matematikai
nehézség nem 1ép fel. Hangsulyozni kell azonban, hogy a folytonos id6paraméter esetén
elengedhetetlen martingalelmélet nyelvezetét a véges, diszkrét idShorizont targyalasa soran
is érdemes haszndlni, ugyanis egyrészt a martingalelmélet nyelvezete igen hatékonyan
hasznélhat6, masrészt a diszkrét idejd problémakon keresztiil némi betekintést kaphatunk
a joval nehezebb, folytonos idejd tételek korébe. Nyomatékosan hangstlyozzuk, hogy
csakis terminoldgiai szinten hivatkozunk a martingalelméletre, annak allitdsaira érdemi
ben nincs sziikséglink, a martingdlokra kimondott allitisok mindegyike véges Osszegek
elemi atrendezésével igazolhat6.

A matematikai pénziigyek bevezet§ targyaldsit dltalaban a binomidlis modellre szokas
épiteni. Ennek két elénye van. Egyrészt a modell igen egyszer(i, masrészt a modellbSl
kiindulva folytonos hatdrdtmenetként éppen a matematikai pénziigyek kedvenc sztochaszl

3 Kivétel a Dalang-Morton-Willinger-tétel bizonyitasét tartalmazé alpont.
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tikus folyamatat, a Wiener-folyamatot kapjuk. De ami a tirgyalas el6nye, az egyben a
hétranya is, ugyanis mind a binomiélis modell, mind a Wiener-folyamat esetén a modell
teljes, vagyis az arazas elméletének legfontosabb kérdése, a piac teljességének hidnya
automatikusan rejtve marad. A dolgozat nem titkolt célja a binomiélis modell , kiszoritall
sa” a magyar oktatdsi gyakorlatbdl, és annak bemutatdsa, hogy nem til sok tobbletll
eréfeszitéssel egy joval altalanosabb, attekinthetbb és 1ényegre torébb targyalasi modd
hoz juthatunk.

Az egyperiédusos modell

Elsé 1épésként az egyperiddusos modellt tdrgyaljuk. Ekkor 6sszesen két idGpontunk van:
a jelen és a jovS. A jelen id8szak arait ismerjik, és ismerjik a termékek jovSbeli viselkel
dését, vagyis tudjuk a lehetséges jovébeli arakat, kifizetéseket. Az alapvet§ kérdés a
kovetkezd: a jovdbeli lehetséges kifizetések ismeretében a jelenlegi drak konzisztensek,
vagy sem?

Kockdzatsemleges valosziniiségek

Legyen adva M darab kockdzatos pénziigyi instrumentum, w,_jeldlje az m-edik instrull
mentum jelenlegi arat, és s (w) az m-edik termék drédt a jovében, feltéve, ha az eszkoz
arat befolyasold valamilyen kiils§ véletlen paraméter éppen az @ értéket veszi fel. Ha
(,)Y, a lehetséges kimenetelek* vektora, akkor definidlhatjuk az (NxM)-es

s@)-w, ... s,(@)-w,
A=(al.j)i :sl(a)z)—wl 'sM(wz)—wM
s(oy)—w, ... sy(wy)—wy,

matrixot. Vegyiik észre, hogy a jelenlegi és a jov6beli drakat kivontuk egymdasbol, vagyl
is a diszkontélast implicite elvégeztiink.

1. definicio. A (w,), drvektor mellett akkor van arbitrdzs, ha van olyan x € R™ porifoliol
vektor, amelyre’

Ax >0,

tehat amelyre egyetlen kimenetelre sem veszitiink, de legalabb egy kimenetelre nyeriink.

Milyen feltételek mellett nincs lehetdség arbitrazsra, vagyis milyen feltételek mellett
lehetetlen olyan portfélidt dsszedllitani, amely mellett pozitiv valészintiséggel nyereségll
hez jutunk, de semmilyen koriilmények kozott nem kell szdmolnunk veszteséggel? A
linearis programozas dualitdsi tételei segitségével megmutatjuk, hogy pontosan akkor
nincsen arbitrazs, ha megadhaté olyan q > 0 vektor, amelyre® q*A = 0*. Valdban, pontol

4 Kimenetelek helyett szokas vilagallapotokrél beszélni. Ennek oka, hogy hangsilyozni szokds: valdjaban
a modellben nincsen definidlva semmilyen valdszindségi mez$, ugyanis nincsen megadva az egyes @, kimel
netelek valdszindsége.

5 A matematikai kozgazdasagtanban szokott médon > a szeminagyobb relacié jele, és megkiilonboztel
tendd a 2 jeltdl.

% A tovabbiakban megkiilonboztetjiik a sor- és az oszlopvektorokat. A * (csillag) a transzponélas jele.
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san akkor nincsen arbitrazs, ha az Ax - y 2 0 egyenl6tlenségbe nem lehet szemipozitiv y
vektort irni, vagyis az

yz0
X
-Ax +y= [—A,E]|: ]éO
y

1"y — max

feladatnak van optimdlis megoldasa, és az optimdlis megoldds értéke nulla. A dudlis
feladat

qz0
-qQA=0

q'0 — min.

A két feladatnak pontosan akkor van optimdlis megolddsa, ha a dudlis feladatnak van
lehetséges q megoldasa.” Mivel a q pozitiv, ezért alkalmas normalizalassal feltehetd,
hogy val6szintiségi mérték. A q pozitivitdsa fontos. A modellben ugyan explicite nem
szerepel, de feltehetjiik, hogy az (®,)Y, kimenetelek halmazan adott egy p valoszintiségi
vektor, amely megadja az egyes @, kimenetelek objektiv vagy statisztikai valoszindsél
gét. A folytonos modellek megértésének nehézsége nagyrészt abbdl adodik, hogy magal
nak a modellnek a felirdsahoz sziikséges explicite hivatkozni az objektiv valoszinidségre,®
igy a valdszindségi mérték® cseréjét explicite targyalni kell. Az itt tirgyalt diszkrét esetl
ben explicite nincsen mértékcsere, ugyanis sziikségtelen az objektiv mérték fogalmat
bevezetni. A q > 0 feltétel szerint nem valtozik a ,relevans” kimenetelek halmaza. Ezt
ugy szokds mondani, hogy a q valdsziniség ekvivalens az eredeti p val6szindséggel,
vagyis a nulla valészindségl események a két valdszintiségi mérték esetében megegyezl
nek.

2. definicié. A q szokdsos elnevezései:
1. kockdzatsemleges mérték,
2. kockdzatsemleges valosziniiség,
3. martingdlmérték.

Az S=(s,(®)), w=(w)) jelolésekkel q°S = w*, ami Ggy is interpretdlhatd, hogy a

7 Taldn nem érdektelen hangsilyozni, hogy a linedris programozas dualitasi tétele valdjaban a konvex
halmazok szeparacios tételén alapszik. A szeparacios tételen kiviil a bizonyitds soran ki kell még hasznélni
a véges kapok zdrtsagit, amely ha nem is nehéz, de azért indokldsra szoruld 4llitdis. A megjegyzés azért
fontos, mert az dltaldnos eset bizonyitdsa szintén szeparaciés megfontoldsokra épiil, és a bizonyitds nehéz
lépése az elvalasztandd halmazok zartsiaganak indokldsa. Az éltalanos esetet tartalmazé Dalang-Morton—
Willinger-tétel bizonyitdsdnak érdemi 1épése éppen a véges kupok zartsidgat biztositd tétel altaldnositdsanak
igazoldsa.

8 Val6szintiségre vald hivatkozas nélkiil nem lehet példiul a Wiener-folyamat fogalmat értelmezni.

° Emlékeztetiink, hogy a mértéken egyszertien a valdszinliség nagysdgat megado fiiggvényt értjikk. A
véges szamu kimenetelt tartalmazé modellek esetében a mértékelmélet egyetlen dllitdsara sincs érdemben
sziikségiink.
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jelenlegi arak a jovdbeli arak varhat6 értéke, ahol a varhat6 értéket a q kockazatsemleges
mérték szerint kell venni. A varhaté érték jelolését bevezetve,'®

w = M1(S),

ahol a varhatd érték M operatoraban a q felsS index arra utal, hogy a varhat6 értéket a q
valdszintség szerint kell venni. Jeldlje p az eredeti valdszintiségeket! Vajon p = q? Ha
P'S # 'S = w, akkor van olyan m index{ oszlop, vagyis termék, ahol mondjuk

M(s,)=M"(s,)=p’s, >W,,.

Ha lehetdségiink van korlatlan sokszor lejatszani a szitudciot, akkor a nagy szamok
torvénye miatt, némi pontatlansigot megengedve, atlagban nyeriink, pontosabban, ha
van olyan piaci szerepld, aki kockdzatsemleges, vagyis aki nem tud kiilénbséget tenni a
jovébeli atlag és a jelenlegi érték kozott, akkor nincs egyensily. A kockazatsemleges
valészindség elnevezést éppen ez indokolja.

Diszkontdldas
Az el6z6 alpontban feltettiik, hogy a jelenértékre hozast mar megoldottuk. Most ezt
vizsgéljuk meg. Az arbitrazs definici6jat modositjuk, ugyanis a kiilonb6z6 idépontokhoz
tartozé értékeket diszkontalas nélkiil nem vonhatjuk ki egymasb6l. Tovabbra is jeldlje w
a jelenlegi arakat és S a jovGbeli véletlen kifizetések matrixat. Az x € R portfdlié
definicid szerint arbitrdzs, ha a kovetkez§ két egyenlGtlenség koziil az egyik teljesiil

Sx >0, wx =0,
Sx20, wx < 0.

Szavakban: a piacon akkor van arbitrazs, ha vagy kezdeti raforditas nélkiil a jovében
legalabb egy kimenetelre nyerhetiink, vagy negativ kezdeti raforditds mellett a jov&ben

semmilyen kimenetelre sem veszitiink. Ha A i( ) akkor a két feltétel 6sszevonhato,
és definicié szerint a modellben akkor van arbitrdzs, ha van olyan x portféliévektor,
amelyre Ax > 0. A mar bemutatott gondolatmenetet megismételve, pontosan akkor ninl
csen arbitrazs, ha van olyan y > 0 vektor, hogy y'A = 0". Az A szerkezete alapjan, ha
y = (q,A), akkor 'S — Aw" = 0". A A =exp(rt) >0 jel6léssel

w = Alq'S = exp (—r?) q'S = exp (—rf) M4 (S). (1

Ez éppen a kockazatsemleges arazas kozismert formul4ja. Ha a piacon nincsen arbitrazs,
akkor megadhat6 olyan valdszintiség, hogy a jelenlegi ar éppen a jovdbeli arak varhat
értékének jelenértéke. Ha az egyik termék, mondjuk a O indexi kotvény, vagyis!! a
kifizetése mindig 1, akkor'?

1 Erdemes hangsilyozni, hogy litszélag valdszintiségszamitasi allitassal van dolgunk, de ez tényleg csak
a latszat. A q egy linedris programozasi feladat dudlisinak a megolddsa, és mint ilyen, hagyomanyos értell
lemben vett drnyékar.

A kotvény kifejezést most a matematikai pénziigyek terminoldgiaja szerint hasznaljuk, vagyis a biztos
befektetést nevezziik kotvénynek. Természetesen biztos befektetés a valésagban nincsen, minden pénziigyi
eszkoz hordoz kockédzatot, ha mast nem, akkor inflicidés kockdzatot. Ennek megfelelen a kotvény helyett
szokds az drmérce elnevezést is haszndlni, vagyis a kotvény tekinthet§ olyan terméknek, amelynek segitséll
gével fejezziik ki a tobbi termék arat.

12'A tovébbiakban a 0 index mindig kotvényre utal.
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w, =N =exp(-rt).

A tovabbiakban az egyszerdség kedvéért mindig feltessziik, hogy a nulladik oszlop minl
dig az azonosan 1 vektor. Erre tulajdonképpen nincsen sziikség, de mivel a feltétel kozll
gazdasagilag igen kézenfekv(, a targyalast pedig valamivel egyszertibbé teszi, ezért a
feltétellel élni fogunk. A feltétel egyik fontos kovetkezménye, hogy a A nem fiigg a q
kockazatsemleges valészintdségtdl. Erdemes hangsiilyozni, hogy a ,,diszkontalé” termékl
nek, vagyis a nulladik terméknek nem kellene feltétleniil ,,kdtvénynek™ lenni, vagyis az
értékének az egyes kimenetelekre nem kell konstansnak lennie. Amennyiben a nulladik
termék értéke nem konstans, akkor a Awo = M (s,) formuldbdl kiindulva hatérozhatjuk
meg a diszkonttényezG6t, amely persze ilyenkor fligg a q kockdzatsemleges valdszintségtol.

A piac teljessége

Tegyiik fel, hogy az S-nek til kevés a linedrisan fiiggetlen sora,'* vagyis til sok a vélet
len kimenetel. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a piac, pontosabban a modell, nem teljes.

3. definici6é. Az S mdtrix dltal reprezentdlt egyperiodusos modellt nem teljesnek mondl
Juk, ha {Sx : x € RM} # RN,

Szavakban: a modell nem teljes, ha van olyan h € RY véletlen kifizetés, amely nem
»replikdlhat6” az S maétrixban szerepld véletlen kifizetésekbdl dsszedllitott portfélidval,
vagyis van olyan h ,véletlen kovetelés”, amely az S segitségével nem replikdlhato.
vektorai altal kifeszitett tér nem egyezik meg az RY térrel, vagyis az S oszlopvektor
terének dimenzidja kisebb, mint N. Ha a piac teljes, akkor az oszlopvektor tér dimenzi6ja
N, vagyis az S sorai linearisan fuggetlenek, kovetkezésképpen a q'S — Aw" = 0 egyenletl
nek adott w esetén egyetlen olyan (q, A) megolddsa van, amelyre nézve a q koordinatal
inak Osszege 1, igy teljes piac esetén a kockazatsemleges valdszintiség egyértelmd. Megll
forditva, ha a kockdzatsemleges valdszintiség egyértelmd, akkor a piac teljes, ugyanis ha
az S sorai nem feszitenék ki a teljes R” teret, akkor alkalmas u # 0 vektorral u'S = 0.
Alkalmas Besetén q + 6u > 0. A q + Ou elemeit normalizilva, a q mellett készithetiink
egy olyan masik r valészintségi vektort, amelyre r'S — uw" = 0, igy a kockazatsemleges
valosziniiség nem lesz egyértelmti. Osszefoglalva: az egyperiédusos modellben a piac
pontosan akkor teljes, ha a kockdzatsemleges valdszindség egyértelm.

Szdrmaztatott termékek drazdsa

Most vegyiik azt az esetet, amikor az S-nek tdl sok oszlopa van, vagyis amikor az S
oszlopai osszefiiggnek. Legyen az els§ K vektor az oszlopvektorok egy bazisa.'* Mivel
egy bazisba mindig bevihetiink egy nem nulla vektort, feltételezziik, hogy a kotvény
mindig eleme a bazisnak, vagyis a kotvény mindig alaptermék, igy a diszkonttényezd
fiiggetlen a bazistol. Az els6 K terméket alapterméknek vagy bazisterméknek mondjuk, a
tobbi terméket szarmaztatott vagy derivativ terméknek. Evidens mdédon a szarmaztatott—
alaptermék megkiilonboztetés relativ €s bazisfiiggs. Ha az s, szdrmaztatott, akkor alkalmas

13 Vagyis az S rangja kisebb, mint a sorvektorok - vagyis a véletlen kimenetelek - szama, N.

4 A teljes piac, illetve a bazistermékek legegyszertibb esete, ha az S tartalmazza az E egységmatrixot. Az
ide tartoz6 termékeket Arrow-Debreu-termékeknek szokds nevezni. Vildgos, hogy minden termék az Arrow-
Debreu-termékek szdrmaztatott terméke.
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K o . i K .
©) j)j-il konstansokkal 8 = 2,':1 0,5;, amibdl, ha nincsen arbitrazs, w, = zj:l 0,W;, ugyanis
az (1) arazo6 képlet alapjan

K K K
w,=A'q’s, =A'q Y68, = Y S Aq’s, =D 5w,
J=1 J=1 Jj=1

Ha ismerjiik az alaptermékek arat, és ismerjiik a 5] egyiitthatokat, akkor kiszdmolhat-
juk a szarmaztatott termékek arat. Vegyiik észre, hogy mivel az alaptermékek definici6
szerint bazist alkotnak, a (8 j)f: , koordinatdk egyértelmtek, tehdt az alaptermékek dra
egyértelmiien meghatdrozza a szdrmaztatott termékek arit. Természetesen ez a szabdly
az arbitrézs kizdrdsanak feltételén mulik. Ha w,_egy szdrmaztatott termék ara €s mondjuk

w, > ZFI 0,w;, akkor a k-adik terméket a (0 j)le stulyokkal szintetikusan elGallitva biztos

w, — Zj; 0,w; nyereséghez juthatunk. Vegyiik az alaptermékek éltal meghatdrozott elsé

K terméket, és a w, = A"'q, S, bdzis alrendszerben hatdrozzuk meg a kockdzatsemleges
valdszintdségeket. Ha k szarmaztatott termék, akkor

K K K
w, =2 8w, =AY 8axs; =Aq .58, =
Jj=1 j=1 j=1
=A7qs, =AM (s,)

tehdt az 4arazési formuldban szerepld kockdzatsemleges valoszintiségeket elegendd a bal
zistermékekkel kiszamolni.

Szdrmaztatott termékek drazdsa nem teljes piacokon

A szarmaztatott termékek arazasi problémaja a kovetkez6. Tegylik fel, hogy az S piacon
nincsen arbitrazs, és adott egy h véletlen kifizetésvektor, vagyis adott az R" egy eleme.
Milyen 4rat kell adni a h terméknek ahhoz, hogy a h termékkel kiegészitett (S, h) piac

P

arbitrazsmentes maradjon? Ha a h el§allithaté a bazistermékek linedris kombinécidja-

ként, akkor a valasz evidens. Ha h=z;il 0;s;, akkor a h egyediil lehetséges édra

K C e s s 2117, 2 P . ~ 2
it 1) w;. Mi torténik azonban akkor, ha a h nem allithaté el6 a mar bearazott termékek

linearis kombinacidjaként? Ha a piac nem teljes, akkor ilyen h vektor megadhat6. Ha q
egy kockazatsemleges valdszintiségi mérték, és a h arat a

N
A'qh =AY g,k =M (h)
Jj=1

értékkel definidljuk, akkor tovabbra is érvényben marad az (1), vagyis a piacon az tj
termékkel nem vezetiink be arbitrazst. Ugyanakkor mivel a q nem egyértelmd, a h ara
sem szamolhato ki egyértelmden, vagyis pusztan az arbitrdzsmentesség feltételére épitve
a derivativ 4razéds problém4ja nem oldhaté meg. A matematikai pénziigyek valddi probl
Iém4ja nem éaltaldban a szarmaztatott termékek drazdsa, hanem a nem teljes piacon vald
drazds. A bevezet§ pénziigyi kurzusokon targyalt modell - nevezetesen a binomidlis,
illetve a binomiélis modell folytonos altalanositasanak tekinthet6 Wiener-folyamatra épiill
16 ugynevezett Black-Scholes-modell - teljes, igy az 4razas kérdése trividlisan megold-
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hat6. Az 4altaldnos esetben azonban a targyalt modszer nem haszndlhat6. Ezt azért kell
hangstulyozni, mert miként a bevezetSben emlitettiik, a pénziigyi matematikaval valo elsé
ismerkedéskor hajlamosak vagyunk azt gondolni, hogy a pénziigyek, szemben a kozgazll
dasdgtan mas teriileteivel, nem épit a hasznossagi fiiggvény, illetve az 4ltalanos egyenl
sulyelmélet hagyomanyos fogalmaira, és az arazds problémajit a preferencidkra vald
hivatkozas nélkiil oldja meg. Sajnos ez nem igy van. A hasznossagi fiiggvényektdl fiigh
getlen megkozelités csak teljes piac esetén miikodik, és az 4ltalanos esetben pusztan az
arbitrazs lehetetlenségére alapozva nem adhat6 meg arazd képlet.

Tobbperiédusos modellek

Térjiink ra a tobbperiddusos modellek ismertetésére. Elsd 1épésként roviden emlékeztel
tiink a feltételes varhat érték, illetve a martingal fogalmara. Hangsilyozzuk, hogy a
martingalelméletet, illetve a feltételes varhatd érték fogalmat csak terminoldgiaként haszil
néljuk, a valdszintiségszamitds ezen nevezetes fogalmainak egyetlen mélyebbnek mondl
hat6 tulajdonsagat sem fogjuk haszndlni.

Feltételes vdarhato érték, martingdlok

ElGszor néhédny valoszindségszamitdsi fogalmat vezetiink be. Legyen Q = {w,}" a kimell
netelek, vildgallapotok véges halmaza, T ={0,1...0} a lehetséges idGszakok tGgyszintén
véges halmaza. A martingdlok definidldsdhoz a végesség feltételére altalaban nincs sziik
ség, de a gondolatmenet egyszerdsitése céljabol csak erre az elemi esetre szoritkozunk.
Jelolje A a lehetséges eseményeket, vagyis az Q2 megengedett részhalmazait. Az (Q, A)
hasznos szeml€ltetése a dontési fa. Egy @, a =0 id6ponttdl a 7 = T végpontig lefuto teljes
ut.’> Egy A € A esemény példaul adott csoméponton adtmend utak halmaza, vagy megl
adott csomdpontokon atmend utak halmaza. Az (Q2, A, P) harmasrdl feltessziik, hogy
kielégiti az elemi valészindségszamitas szokasos megkdtéseit.
Ha & az Q halmazon értelmezett fiiggvény, akkor véarhato értéken az'®

M(©) = Y é@)Po) = [ &P

Osszeget értjiik. Mi van akkor, ha a P({w}) értelmetlen, vagy ami sokkal fontosabb:
értékét a rendelkezésiinkre 4116 informéciok alapjan nem ismerjiik. Legyen (A4,)%, az Q
particidja, vagyis 4, N4, =0,han#m, és Q=u A . Tegyiik fel, hogy az (4,) elemein
a & ismert. Varhato értéken ekkor az

ME) =Y E)P(4,), o¢cA,

sulyozott atlagot értjiik, feltéve, hogy az Osszeg nem fligg az @, € A, vélasztdsatol,
vagyis a § az (4,), particié elemein konstans. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a & mérhet az
(4,), particiora, illetve az (4) események altal generalt eseménytérre, o-algebrara nézl
ve. Az (A), particidhoz tartoz6 o-algebra az (4,) halmazok Osszes lehetséges véges

15 Vagyis az 0sszeolelkez$ fa nem megengedett vagy legalabbis nem szerencsés fogalom.
16 A kovetkezékben az integraljelet gyakran fogjuk véges Osszegek jelolésére hasznédlni. Természetesen
csakis jelolésrdl van sz, és az integraljeleket az olvasd, ha ugy tetszik, atugorhatja.
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egyesitéseinek halmaza. Legegyszerdbben (4 ) mérhetd fliggvényt Ggy kaphatunk, ha
atlagoljuk &-t a A eseményeken:!”

K KM y
w®=gwﬂm=zfﬁyhmﬁ

= > 1(@,)P(4,).

A részitlagokat megad6 n fiiggvényt a & feltételes varhat6 értékének mondjuk. Az elnell
vezést az indokolja, hogy parcidlisan, valamifajta feltétel szerint, méar elvégeztiik az
atlagoldst. Ha F jeloli az (4)), particio éltal definidlt eseményteret, akkor az

n=M(|F)

jeloléssel fogunk élni. Az 1 az egyetlen olyan F-mérhet§ valtozd, vagyis az egyetlen
olyan valtoz6, amely konstans az F-et generdlé partici6 elemein, és amelyre'®

MMME | F)x) =My,) =MExp), VFe F.

1. allitas. Konnyen beldthato," hogy a feltételes vdarhato érték a kovetkezd tulajdonsdll
gokkal rendelkezik:

1. Rendezéstartd, vagyis ha &2 0, akkor M(& | F) 2 0.

2. Linedris, vagyis M(cé + fn | F) = oM(E | F) + BM(n | F).

3. Ha & F-mérhetd, vagyis ha az F-et generdlo (A,), halmazokon konstans, akkor & =
=M | F).

4. Ha G C F, vagyis az F a G elemeinek tovabbi particidja, akkor

MM [ &) | F)=MM(ES | F) | &) =M(E | &),

tehdt a ,durvabb particio mindig gyéz”. Erre az igen fontos tulajdonsdgra toronyszall
bdlyként szokds hivatkozni.
5. Ha a & F-mérhetd, n tetszdleges, akkor M(én | F) = EM(n | F).

A feltételes varhat6 érték utolsé tulajdonsdgara mint kiemelési szabaly szokas hivatl
kozni. Vegylik észre, hogy a toronyszabdly tekinthetd a teljes valoszintiség tétele altalall
nositdsanak, ezért szokas teljes varhato érték tételnek is mondani.

Legyen (F) .. eseményterek sorozata, €s tegyik fel, hogy F < F ., vagyis tegyik
fel, hogy a lehetséges események halmaza monoton né. Ekkor azt mondjuk, hogy az
(F ), sorozat filtracio. Filtraciora legegyszerdbb példa, amikor a filtraciéhoz tartoz6 parll
ticiok egymas finomitdsai, vagyis a rdkovetkezd particiot az el6zd tovabbi osztisaval,
finomitasaval kapjuk. Ez éppen a dontési faval dbrazolhat a legjobban. A binomiélis
modellben minden idépontban minden cstcspontbdl két 4g indul, vagyis a filtraciét megl
ado6 particié minden halmazat minden idépontban két nem iires részre bontjuk. Nincsen
azonban semmi akadilya annak, hogy az egyes id6pontokban bizonyos csucspontokbdl
csak egy, mas cstucspontokbol pedig tobb 4g is kiinduljon. Ennek az altalanos helyzetnek

17 Ertelemszertien X az A halmaz indikétorvéltozdja, vagyis y,(w)=1,ha we A, és y (w)=0,haw e A.

18 Az Osszefiiggést az altalanos esetben szokds a feltételes varhaté érték definicidjanak tekinteni.

Y Ha az olvas6 a megadott szabalyokat nem ismeri, célszerd, ha azok tartalmét alaposan meggondolja.
Hangstlyozzuk, hogy mivel az Q alaptér véges szamu kimenetelb6l all, ezért az allitdsok mindegyike egyll
szerd Osszegek atrendezését tartalmazza.
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a lefrasat, kodolasat tartalmazza a filtracié. A filtracid szokasos interpreticidja szerint:
ahogyan idSben haladunk elére, egyre tobb eseményt tudunk megkiilonboztetni, igy az
informécié felhalmozddasaval a lehetséges események halmaza béviil. Ha (&), .. olyan
sorozat, amelyre a § véltozd F -mérhet§, vagyis a £ konstans az F, eseményeket
definidl6 particion, akkor azt mondjuk, hogy a (& ), sorozat adaptélt az (F ), filtraciora.
A dontési fa terminoldgidjaval ez azt jelenti, hogy a folyamat értékei a csticspontokba
vannak {rva.

4. definicié. A (£, F) _.. adaptdlt sorozat martingdl, ha & = M(&

t+1

| F).

Szemléletesen: egy dontési fa martingal, ha a csticspontokba irt érték mindig a cstcsl
pontban szerepl$ szétdgazds altal meghatdrozott kdvetkezd csicspontok étlaga, ahol az
atlagot az atmenetvaldszintiségek szerint kell venni.?® Diszkrét modellekben, vagyis ahol
az id6horizont véges, minden martingdl felirhat6 £ = M(&, | F) mddon, vagyis a végll
pontokban definialt val6szindségi valtoz6 rekurziv visszaatlagolasaként.

5. definici6. A Q valdsziniiségi mérték a (§, F),_.. adaptdlt sorozatra nézve martingdl-
mérték, ha a Q alatt a sorozat martingdl.

Nincs diszkontadlds

A tobbperiddusi modellek annyiban méasok, mint az egyperiddusi modellek, hogy az
arbitrazs definicidja némiképpen bonyolultabb. Az egyszerliség kedvéért a matrixokra
utalé félkovér jelolést elhagyjuk, ugyanis majd a matrixokbol all6 matrixokat fogjuk
félkovér modon jeldlni. Mindig feltessziik, hogy adott egy (F), filtracio, és egy adapll
talt (S (t)),T:0 alapfolyamat. Minden S(f) N sorb6l és M oszlopb6l all6 matrix. Szerencsél
sebb azonban, ha az S(f)-t M darab Q-an értelmezett fliggvénynek képzeljiik el. Mivel
elhagytuk a matrixokra utal félkovér jelolést, illetve nem irjuk ki az S(¢) fiiggvények
argumentumait, ezért a jel6lésbél kozvetleniil nem teljesen vilagos, hogy az S(f) olyan
matrix, amelynek annyi sora, illetve annyi oszlopa van, amennyi a lehetséges vilagallal
potok, illetve a modellben lev termékek szdma. Egyel6re ne foglalkozzunk a diszkontal
lassal, és az S(¥) jeloljon értékpapirarakat. Jelolje 6(¢) a [ — 1,f) szakaszon tartott portfoliot.
Miként az S(r), a 6(¢) is matrix, illetve a kimenetelektdl fiiggd fiiggvény. A 6 értelmezési
tartoménya T\{O} Legyen c,(¢) a t idGpontban a 6 stratégia 4ltal generdlt nyeremény
Osszege. Mivel a diszkontalastol eltekintettiink, ezért az egyes iddszakokban generalt
nyereményeket Ossze lehet adni. A ¢, értelmezési tartomanya I". Evidens megfontoldsok
alapjan®!

¢, (0)=-S (0) 6 (1)
,=SOHO@M-00+1], 1=12,..T-1
¢, (T) =S (T) 6 (T).

Ha definici6 szerint
00 =6(T+1) =0,
akkor a nyeremény alakuldsét leiré egyenletrendszer
2 Vegyiik észre, hogy egy valoszinliségi mez§ akkor adott, ha az dsszes Ut valoszintisége adott, amikor is

az Osszes csucspont valdszintsége adott, vagyis adottak az dtmenetvaldszindségek.
! Ugyeljiink a szorzdsok pontos tartalmira. A c, (f) valdszindségi valtoz6, vagyis vektor.
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) =SOOW-0@+1)], teT

A jelolés anomalidit taldn az magyarazza, hogy el akarjuk keriilni a 6 (-1) valtozot, és
explicite hangsulyozni akarjuk a 6 és az S folyamatok mérhetGségi, informacids struktdll
rajanak eltérd voltat. A bevételi oldal S (r) 6 (¢), a kiadasi oldal S () 6 (¢ +1). At =0
pontban még nincs bevétel, a ¢+ = T pontban mar nincs kiadas. A 6 (¢r) érték a [t — 1, ©)
szakaszon tartott portfoli6, amelyrdl a ¢ - 1 pontban kell donteni, vagyis a 6 (1) F_
mérhet§. Erre a tulajdonsdgra a sztochasztikus folyamatok irodalmdban mint
elérejelezhetGség szokds hivatkozni. Vezessiik be a V, értékfolyamatot, amely azt mutatja,

0
hogy mennyi volt a pozicié kumulalt eredménye az idGszak elején, az Gjrabefektetés eldtt.

V,(T) =Y. ¢,(t) =
=-5(0) 6(1) + S(1) [6(1) = O2)] + ... + S(T) 6(T) =

=Y [S@®) - S -1)]6().

Hat = 0, akkor V, (0) = 0.

6. definicio. 4 tobbperiodusos modellben akkor van arbitrdzs, ha van olyan 0 eldrejelezhetd
stratégia, amelyre V, (T) = 0.

1. tétel. (Az eszkozarazas els6 alaptétele.) A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. nincs arbitrdzs,

2. megadhato olyan Q > 0 valdsziniiség a kimenetelek Q terén, hogy az S folyamat
martingdl a Q alatt.

Bizonyitas. Ha létezik Q martingalmérték, és van arbitrazs, akkor felhasznalva, hogy a
Q >0, és hogy V, (T) 20, illetve hogy a 6 elGrejelezhetS €s ezért hasznalhat6, a kiemell
1ési szabély

0 <MO(V,(T)) = MQ(i[S(k) —S(k-D]- 9(k)]=

k=1

Il
M=

MOMO([S(k)-S(k-1)]-0(k)| F._,) =

~
o

[
M=

MO M (S(k) = S(k=1) | F_p)-8(k)) =

e
\R

:iMQ(OH(k)):O,

ami lehetetlen. Megforditva, tegytik fel, hogy nincs arbitrazs. Vezessiik be az
A= (S(T)-ST-DI, [S(T-1) - ST -2)],...)

matrixot, és jeldlje E az olyan portfdliostratégidkat, amelyek elemei eldrejelezhetdk.
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Mivel az el6rejelezhet§ stratégidk trividlisan linedris alteret alkotnak, ezért az E véges
dimenzids altér. Ha nincsen arbitrazs, akkor az

Ax >0, xe E
egyenlet nem oldhaté meg. Ez masképpen fogalmazva azt jelenti, hogy a
K = AE = {Ax : x € E},

metszete a R kippal csak a nulla vektorbol all, vagyis K " RY = {0}. A K az E véges
dimenzids altér linedris leképezéssel vett képe, vagyis maga is véges dimenzids altér,
tehat zart, konvex halmaz, amely a feltétel szerint diszjunkt a

N
P, i{XZO:an =1}
n-1

halmazt6l. A konvex halmazok szeparacios tétele alapjan** van olyan q vektor, amelyre
qk < (s, ke K,se P, . 2)

Mivel a k = 0 megengedett, ezért a q's mindig pozitiv, vagyis mivel a P, | tartalmazza
az egységvektorokat, ezért q > 0. Ugyanakkor mivel a K altér, ezért trividlisan g’k = 0,
ugyanis ha valamilyen k € K vektorra 'k # 0, akkor mivel minden A skaldrra Ak € K,
a (2) nem teljesiilhet. Az elmondottak szerint tehat van olyan q > 0, amelyre

q'Ax =0, x e E.

A q tekinthet6 Q > 0 valdszintiségnek, és 0 = q"Ax = M? (Ax) minden x € E eldrejelezhetd
stratégiara. Specidlisan, ha F € F | tetszGleges, akkor az

x =(0,...,0,%,.0.,...0)
stratégiasorozat elGrejelezhetd, tehat
0 = M? (Ax) = M? ([S(2) - S( = Dlx,) =0,
kovetkezésképpen
M (S(O)x,) =M (S¢ - Dy,), FeF_,
vagyis a feltételes varhat6 érték definicidja alapjan
Se-1)=M(S@ | F_),

tehat az S a Q mérték mellett martingal.

Diszkontdlds és onfinanszirozo portfoliok

Most térjiink rd a diszkontdlas kérdésére, vagyis tegylik fel, hogy az egyes idGszakok
Jovedelmét nem lehet Osszeadni! Legyen ismét a 0 indexhez tartozo termék kotvény, S (7)
legyen a kotvény dra a ¢ idSpontban. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy S (0) = 1.
Miként az egyperiddusos modellben, most is feltessziik, hogy minden ¢ id6pontban
§,(#) > 0. Evidens médon a diszkontalt ar

* A P, , kompakt, teht a szepardci6 szigortan teljestil.
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1
So ()

A tovabbiakban a feliilvonds mindig a diszkontdldsra utal. Az arvaltozasokbdl szarmall
z6 nyeremények diszkontalt dsszege

S(t) =

().

T — p—
PN HOEREN 5] 3)
t=1
Vegyiik észre, hogy a diszkontdlds miatt az egyes 0sszeadandd tényezS8k azonos id6O
pontra vonatkoznak, igy az 0sszeg kozgazdasagilag értelmes. Gondot jelent azonban,
hogy a (3) nagysaga szempontjabdl a kotvénypozicid értéke teljesen érdektelen, ugyanis

Sy (1) =S,(t=1)=1-1=0,

igy a 0(7) nagysdga irrelevans. A nem diszkontalt esetben az eldrejelezhetGségtd] eltell
kintve tetszGleges pozici6 felvételét megengedtiik, tehat semmilyen tovabbi megkotést
nem alkalmaztunk az egyes idGszakokra. Most azonban mas utat kdvetiink, explicit megll
szoritast vezetiink be a lehetséges portfoliokra. Erre azért van sziikség, mivel a kotvényll
poziciét nem tudjuk rogziteni, masképpen fogalmazva: mivel ragaszkodunk a (3) ,,integll
ral” formulahoz, de ez a formula a 0, értékére semmilyen el6irast nem tartalmaz, ezért a
6, mindenkori értékét kiviilrdl a modellbe bevitt feltétellel rogzitjiik. A tovdbbiakban a 6
jelolésen azt értjiik, hogy a 6 altal reprezentélt stratégidban a O indexd termék értéke O,
a tobbi koordinita pedig eldrejelezhets folyamatot alkot.

7. definicié. A (G(Z)),T:1 sorozatot onfinanszirozonak mondjuk, ha
SHOE+1)=85 6, 4)

vagyis a portfoli dtrendezése a t iddszakban nem eredményez netto pénzdramldast. Tefl
szdleges 6 -ra a 6, kdtvénypozicio értéke tigy modosul, hogy , egyenlegezze” a tobbi pozill
cioban keletkezd értékvaltozast.

Mivel a (4) definicioban mindkét oldal leoszthat6 S (7)-vel, ezért az
SHO(t+1)=S1)0(1)

is teljesil, vagyis ha a 6 § 6nfinanszirozo, akkor a 6 S onfinanszirozé, és nyilvan megl
forditva. Nekiink azonban t6bb kell. Legyen 6 tetszSleges eldrejelezhetd portfolié a
»hagyomanyos” eszkozokre! Ha a kdtvénypoziciét minden 7 id6pontban a

isk(t)ek(t) - isk(t)ek(t +1) =5,()8,(t +1)

szaballyal valasztjuk, egyenlegezziik, akkor Onfinansziroz6 portfoliét kapunk. Vilagos,
hogy ha (6, (t + 1)),(1”:1 F -mérhetd, akkor a §(t + 1) is F -mérhetd, vagyis a 6, egyértelmdl
en és Onfinanszirozé és eldrejelezhetd modon kertilt rogzitésre. A portfolié diszkontalt
értéke a t idépontban

oo 1 e
V()= S0 S(HO(t) = S1)O(1).

A portfoli6 értéke a T id6pontban az Onfinaszirozas feltétele miatt



610 Medvegyev Péter

V(T) = S(T)O(T)=S(T)O(T)+S(T -1)8(T — 1) %... =
=S(TO(T)-S(T -)O(T) +...=
=[S(T)-S(T -DIB(T) +...=

= Y [S(1) =St -DI6() +S(0)6(1) =

= 2[5(1)—50—1)]90) +8(0)0(0) =
= G(T) +V(0),

ahol G az tgynevezett nyereményfolyamat. Mivel a levezetés csak az dnfinanszirozason
mult, az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha

V(T) =Y [S()-S¢t-De@)+V(1) = )
=Y [5(1)-S@E-DB @) +V(0) =
=G(T)+V(0).

8. definicid. A modellben nincsen arbitrdzs, ha nincs olyan 0 eldrejelezhetd, onfinanszill
rozo portfoliofolyamat, amelyre V (0) =0, de V (T) = 0.

Vildgos, hogy ez ekvivalens azzal, hogy nincs olyan 6, amelyre V(0) = 0 és

1
So(T)
vagy ami ugyanaz, nincs olyan eldrejelezhetd folyamat, amelyre

V(T,0)= V(T,0) >0,

i[E(z)—E(z—l)}é(z) >0.

A 0 és a 0 kozott 1ényeges eltérés van. A 0 elSrejelezhetd, dnfinanszirozo, és M + 1
dimenzids, a 6 csak eldrejelezhetd és 1ényegében csak M dimenzids, ugyanis a 0 indexe
azonosan nulla. Az elmondottak alapjan az eszkdzdrazas elsG alaptételét kdnnyen kiterll
jeszthetjiik a diszkontélas esetére:?

2. tétel. (Az eszkozarazas elsé alaptétele.) Pontosan akkor nincs arbitrdzs, ha van
olyan Q mérték, amelyre nézve az S diszkontdlt drfolyam folyamat Q-martingdl!

A Dalang-Morton-Wilinger-tétel

Ez idaig feltételeztiik, hogy a lehetséges kimenetelek, vilagallapotok halmaza véges. Ez
nagyban segitette a targyaldst, ugyanis matematikailag csakis matrixokkal kellett foglalll
kozni, és az egész gondolatmenet a linedris algebra elemi keretében volt targyalhat6. A
matematikai pénziigyek egyik méltdn iinnepelt tétele, az tgynevezett Dalang—Morton—

% Minden modellben az eszkozarazasnak két alaptétele van. Az elsd az arbitrazs és a martingdlmérték kapcsoll
latat adja meg, a masodik alaptétel pedig a teljesség és a martingdlmérték egyértelmiiségét kapcsolja Ossze.
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Willinger-tétel* szerint, az eszkOzarazas elsd alaptételében a diszkrét és véges idGhoril
zont megtartasa mellett a valoszintségi alaptérre tett végességi feltétel elhagyhatd. Az
alabb bemutatott igen egyszertinek szamit6 bizonyitis alapgondolatat tekintve nem sokl
ban kiilonbozik a mar bemutatott bizonyitasoktol, de feltételezi a mértékelmélet és az
absztrakt analizis ismeretét.”> Ebben az alpontban tehat az (Q, A, P) dltalanos valdszind-
ségi mezd és F =(F,)., véges idShorizonti, de minden més szempontbol tetszGleges
filtracio, és (S(r))L-adaptélt folyamat. Vezessiik be az

R= {H tH= ET:[S(I) U —1)]9(t)}

t=1

halmazt, ahol 6 az elGrejelezhet§ stratégidkon fut keresztiil. Az analizisben megszokott
modon L) jeldlje a nem negativ valoszintségi véltozok halmazit. Vezessiik be az
A=R- Lﬂ, valamint a cl(4) halmazokat, ahol a lezards a sztochasztikus konvergencial
ban értendd.? Diszkrét, véges idShorizont esetén az eszk6zarazas elsd alaptételének legl
altalanosabb alakja a kovetkezd:?’
3. tétel. (Dalang-Morton-Willinger.) A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. AnL) ={0}.

2. AnL ={0} és A = cl(A).

3. cl(A)n L) ={0}.

4. Megadhato olyan Q valdsziniiség, amely ekvivalens az eredeti P valdszinitiségi mérlQl
tékkel, amelyre a dQ/dP Radon-Nikodym derivdlt korldtos, és amely mellett az S martingdl..

A megadott definicidk alapjan evidens, hogy az els§ feltétel éppen az arbitrazs kizaral
sanak mar kordbban targyalt feltétele, ugyanis az els§ 4llitds szerint nincsen olyan O

eldrejelezhetd stratégia, amelyre a z; [S(#)—S(#-1]O(r) kummulalt nyereség nem nel

gativ és egy pozitiv valdszintiségd halmazon pedig pozitiv.
A tétel bizonyitdsa néhany lemmara épiil. Az els6 az elemi analizisb6l ismert kompaktO
sagi tétel®® altalanositasa.”

1. lemma. Legyen (1), R" értékii mérhetd fiiggvények sorozata, és tegyiik fel, hogy
lim inf ||7 || < ee.

Ekkor megadhato olyan (0,), egész értékii mérhetd fiiggvényekbdl dallo sorozat, amelyre
0, 7/ o és az (1, ), sorozat minden kimenetelre konvergens.

2 Az eszkozdrazds elsG alaptételét véges szamu kimenetel esetén szokds Harrison-Pliska-tételnek is nell
vezni.

2 A tovéabbiakban a Dalang-Morton-Willinge-tételre nem fogunk hivatkozni, igy az alpontot a megfeleld
analizisismeretekkel nem rendelkezd olvasé elhagyhatja.

% Megjegyezziik, hogy mivel minden sztochasztikusan konvergens sorozat tartalmaz majdnem mindenhol
konvergens részsorozatot, ezért a cl lezards majdnem mindenhol értelemben is vehets.

27 Az éllitast a diszkontalt alakra mondjuk ki. A diszkontdlds bevezetése az Onfinanszirozd portfoliokon
keresztiil a mar bemutatott médon hajthaté végre. A bizonyitds Kabanov-Stricker [2001] dolgozatban kozolt
bizonyitds tovabbi egyszerdsitése. Erdemes megjegyezni, hogy az allitdst korabban ,nehéz tételnek” tartotll
tak. Vo. Elliott- Kopp [2000]. Az itt kozolt bizonyitds 1ényegében elemi. Utdlagos visszatekintéssel a Dalang—
Morton-Willinger-tételt a matematikai kozgazdasagtan elemi tételei kozé kell besorolni.

2 A Bolzano-Weierstrass-tétel.

2 Pontosabban annak a Bolzano-Weierstrass-tétellel ekvivalens elemi &llitdsnak az altalanositisa, hogy
amennyiben egy sorozatnak a limes inferiorja véges, akkor a limes inferior egy alkalmas részsorozat hatarll
értéke.
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A lemma bizonyitasa. Legyen elGszor (1), skalarértékd sorozat, €s tegyik fel, hogy az
7., =lim inf, 77, minden kimenetelre véges. Legyen 7, = 0, €s vezessiik be a

T, iinf{n>rk1 :|nn—n|sllc}

figgvényeket. Elemi megfontolasokkal azonnal beldthato, hogy a 7, mindek k-ra mérhell
t6, és trividlisan M, — ... A gondolatmenetet az ||n,|| sorozatra alkalmazva, a feltétel

miatt megadhat6 olyan (1), sorozat, amelyre

sup 1<

A korlatossdg miatt a mar ,megritkitott” sorozat minden koordindtdjira és minden
kimenetelre kiilon-kiilon 1étezik a limes inferior, tehat az el6z6 gondolatmenetet mi
szer megismételve a (o,), indexsorozatot egyszerd, véges 1€pésbdl allo iteracidval megl

kaphatjuk.

Megjegyezziik, hogy mivel a (o,), sorozat tagjai mérhetSek, ezért elemi megfontolall
sokkal azonnal igazolhat6, hogy az (1, ), sorozat tagjai mérhetGk maradnak.

A bizonyitas kovetkezd 1épése a szeparacids tétel végtelen dimenzids alkalmazasat
tartalmazza.

2. lemma. Legyen (Q2, A, P) tetszoleges valosziniiségi mezo. Legyen K az (Q2, A, P) téren
értelmezett integrdlhato fiiggvényekbdl dallo L' tér olyan zdrt, konvex kupja, amelyre
K 2 (-L.)), és KN L, ={0}. Ekkor az (Q, A) téren létezik olyan Q valdsziniiségi mérték,
amely ekvivalens® az eredeti P valosziniiségi mértékkel, és amelyre

daQ c
ap

L,

MO(k) = jde jdedP MP(kZQ)_O, ke K.

A lemma bizonyitasa. Az L' dudlisa L=, tehat az L' téren értelmezett folytonos, linearis
funkciondlok alkalmas L~ fliggvény segitségével integralként reprezentalhatok, vagyis
minden az L' téren értelmezett z folytonos, linearis funkcionilnak egyértelmiien megfelelld
tethet§ egy olyan, szintén z-vel jelolt L=-beli elem, amelyre tetszéleges [ € L' esetén

(2.0) = [zldP.

Legyen Z az olyan folytonos, linedris funkciondlok halmaza, amelyek nem negativok
a K kupon. Mivel 0 € Z, ezért Z # 0. Jeldlje | a Z elemeinek tartéhalmazaibdl allo
halmazt, vagyis ¥ € \J, ha van olyan z € Z, hogy Y = {z > 0}. Trividlisan az |) zart a
megszamldlhato egyesitésre, ugyanis ha 7 € Z, akkor alkalmas ¢ pozitiv konstansokkal

Y az,€Z. Ha

3 Emlékeztetiink, hogy a P és a Q ekvivalenciaja definici szerint azt jelenti, hogy P(4) =0 pontosan
akkor, ha Q(4) = 0 vagyis a nulla valdszintségli események halmaza a két mérték esetében egybeesik.
Természetesen a P és a Q pontosan akkor ekvivalens, ha a dQ/dP létezik és pozitiv.
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A, =sup {P(Y) : Y e Y},

akkor van olyan (Y) sorozat, amelyre P(Y )" A,. Az éltaldnossdg megszoritasa nélkiil
feltehetd, hogy az (Y) monoton nd, és miként az imént megjegyeztﬁk, Y=u,Y ey,
tehdt P (Y)) = A,. Az dllitdst belatjuk, ha megmutatjuk, hogy A, = 1, ugyanis akkor
talaltunk egy olyan z, € Z elemet, vagyis egy olyan z, € L~ fuggvenyt amelyre (z,K) <
0, és amelyre P (z, > 0) = 1. Tegyiik fel, hogy P (Y < 1 és vegyiik az x = Xy € L \{0}
fiiggvényt. Mivel a K zart, konvex halmaz és x ¢ K, ezért a végtelen dimenzids szepall
récios tétel, a Hahn-Banach-tétel, szerint taldlhat6 az L' téren értelmezett olyan z_folytol
nos, linedris funkciondl, amelyre

(z.,%) > (z,.k), ke K. (6)

TetszGleges B € Aesetén y, € L., ezért z, 20, ugyanis ha egy pozitiv mértékd £ halmazon
z,<0, akkor a —sy, e -L, c K “halmazon

(2=S)g) = —sjzde >0,
E

ami az s novelésével tetszélegesen naggya tehetd, kovetkezésképpen a (6) szeparacids
egyenlStlenség nem teljesiilne. Mivel k = 0 € K, ezért (z ,x) > 0, vagyis _[Q 2, xdP >0,

tehat a z_tartGja része az x tartjdnak, ami ellentmond a P(Y,) maximalitdsanak.
Végezetil térjiink ra a tétel bizonyitdséra!

A tétel bizonyitdsa. A bizonyitast tobb 1épésre bontjuk. Megjegyezziik, hogy most is a
konvex halmazok szeparacios tételét akarjuk alkalmazni. A bizonyitds nehézsége abban
all, hogy biztositanunk kell az elvédlasztandé halmazok zartsdgit. EbbGl kifolydlag a
bizonyitas érdemi lépése az elsG 1épés.

1. A bizonyitas a T idSperiddus szerinti indukciora épiil. Legyen eldszor 7= 1. Vel
gyink egy a e A sorozatot, és tegylk fel, hogy a — a, ahol a konvergencia mint
sztochasztikus konvergencia értends. Meg kell mutatnunk, hogy a € A. Az A definicidja
szerint

=[S() = SO] 6,(1) -,

ahol a 9 ) (1) F, mérhetS €s r, € L. Vegyﬁk észre hogy a bizonyitas nehézsége pusztén
Vegyuk észre, hogy ha Q e F, az Q véges szamu halmazbol allo part1010Ja akkor az
allitast elég az €, halmazokon kﬁlén—kﬁlﬁn belatni. Az Q teret bontsuk fel ugy, hogy a
particié minden részhalmazanak minden kimenetelére az [S(1) - S(0)] ugyanazon oszlol
pai alkotjak az [S(1) - S(0)] oszlopvektorterének bazisat. A linedrisan 0sszefiiggd oszlol
pokat elhagyva, a 6 (1) stratégiat helyettesitsiik a bazisvektorokra vonatkoz6 koordindl
tikkal. Vezessik be a @ = liminf .6, (D] valtozot, és legyen Q = {6 < o} . Az elsS lemma
szerint alkalmas (o), részsorozatra az 2, halmazon a (6 k(a)))k F,-mérhetS, és minden
w-kimenetelre a (On (a)))n konvergens részsorozata. Mivel mérhetd fiiggvények hatarérQ
téke mérhetd, ezért a (6, ), sorozat 6_ hatarértéke szintén F-mérhetS. Evidens modon
az (r, ), sorozat szintén konvergens, és az r_ hatarérteke nem negativ, tehat

=[SM-SOM o 1)-r_ e A

31 Erdemes hangstlyozni, hogy pontosan ez a probléma 1ép fel akkor, amikor azt kell igazolni, hogy
minden véges kup zart. A kovetkez$ bizonyitds ennek az igen fontos allitds bizonyitdsdnak az altalanositdsa.
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Vegyiik a Q, ={0 =} halmazt. A 6 (1), illetve r, helyett tekintsiik a

0,1) r

le. " e, ®]

s

normalizalt sorozatokat. €2, definicidja miatt

a, 0,1) r,

- — 0.
|6, )] e, @[ [, |

Ismételten a lemma miatt feltehetd, hogy a 6 (1) /||6 (1)|| konvergens, tehét alkalmas
0_ e F, ésr_elemekre

=[S1)-S0)]

[S(1)—S(©)] 6 —r =0.

Az elsé feltétel szerint [S (1) — S (0)] 6_ =0, vagyis r_= 0. Ugyanakkor 6_=# 0, ami
ellentmond annak, hogy az [S (1) — S (0)] oszlopai linearisan fiiggetlenek, kovetkezésll
képpen Q, =0. Ezzel a T=1 esetben az A zdrtsagat igazoltuk. Tegyiik fel, hogy az
allitast mar 7 - 1 idSpont esetén belattuk, és legyen

T
a, =Y [S®)-St-116,(1) -1, > a.
=1
Ha 6 (T') ¥, mérhetS, akkor az [S (T) — S (T —1)] 6, (T) € R, tehit az el6z5 gondol
latmenetet megismételve feltehetS, hogy a 6 (T) konvergens. Az indukcios feltételt a
-1

YIS0 -S@-116, (1),
t=1
kifejezésre felhasznalva, az allitas evidens.
2. A mésodik 4llitdsbdl trividlisan kovetkezik a harmadik.
3. Megjegyezziik, hogy tetszéleges n valtozd esetén a P valdszintségi mez§ megval
laszthat6 ugy, hogy az 7 integralhat6 lesz. Elég példaul a P helyett a

P'(4) = C[exp(-{n|)aP

P-vel ekvivalens teret venni.?> Mivel a tételben szerepld éllitdsok érvényben maradnak,
ha ekvivalens valdszintiségre tériink at,** ezért az altalinossdg megszoritisa nélkil felted
hetjiik, hogy az S folyamat minden id&szakban integralhat6. Mivel az L!'-ben valé konl
vergenciabol kdvetkezik a sztochasztikus konvergencia, ezért a K = cl(A) N L' kip zart
az L' térben, és a feltétel szerint K N L, = {0}, igy a méasodik lemmaban szerepl szepall
racids tétel alapjan van olyan Q ekvivalens mérték, amelyre a dQ/dP € L=, és amelyre

MQ (k) <0, keK.

Specidlisan, ha vessziik a k = £[S(z) - S(z —1)]0(¢) elemeket, ahol a 6 (7) F,_, mérhetd,
akkor

Me (S-S @—-D]6@®) =0,

32 Az x exp (—|x|) fiiggvény korldtos, vagyis az attérést biztositd6 Radon-Nikodym-derivélt korlatos.

3 A sztochasztikusan konvergens sorozatok pontosan azok, amelyek rendelkeznek majdnem mindenhol
konvergens részsorozattal. Ekvivalens mértékek esetén a majdnem mindenhol konvergens sorozatok halmal
za azonos.
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amibdl
MC@S@H-SE-1)|F )=0,

vagyis az S martingal a Q alatt, kovetkezésképpen a harmadik allitdsbol kovetkezik a
negyedik.

4. Végezetiil tegyiik fel, hogy teljesiil a negyedik allitds, vagyis van olyan Q a P-vel
ekvivalens mérték, amely mellett az S martingdl. Ha he AN L), akkor van olyan 6
elérejelezhetS startégia, amelyre

0<h< Y IS() - St -DIB().
k

A Q-martingél tulajdonsag szerint
M (S @®)-S@-D]6®) =0,
kovetkezésképpen
M®Q (h) =0,

amibdl a & > 0 felhaszndldsaval a 7 Q majdnem minden kimenetelre nulla. Mivel a P és
a Q ekvivalensek, ezért a 7 P majdnem mindenhol nulla, igy teljesiil az els¢ allitas.

Arazds tobbperiédusos modellekben

Legyen H F_mérhetS valoszintségi véltoz6. Mi a H 4ra a t = 0 pontban? A H viltozot,
mas néven eurdpai derivativat, feltételes kovetelést, szarmaztatott terméket* elérhetének
mondjuk, ha van olyan 6 onfinaszirozo, eldrejelezhetd portfolidsorozat, amelyre

WT) = H.

A 6 neve hedge vagy replikalé stratégia, portf6lio. A H szarmaztatott termék 7 (H)
ésszerd, egyensulyi dra természetesen V(0), ugyanis ha nem az lenne, akkor értelemszell
rden lehetne arbitralni. Ha n(H) < V(0), vagyis a H szdrmaztatott termék olcso, és a
replikdld portfoliéo draga, akkor a ,kozgazdasigtan alaptdrvényének” megfelelGen vel
gylik meg a szarmaztatott terméket, és adjuk el a replikald portfélidt. A ¢+ = 0 pontban a
netté mérleg V(0) bevétel, m(H) kiadas, vagyis pozitiv, a T idSpontban a bevétel H, a
kiadas szintén H, vagyis a nett6 eredmény nulla. Nem tdl meglep6 médon, ha feltessziik,
hogy F, ={0,Q}, vagyis ha a véltozok értéke a r = 0 id6pontban konstans, nem fiigg a
véletlentdl, akkor

V(0) = n(H) = MQ(SIHJ: MO(H). )
T

vagyis a H dra a H diszkontélt varhato értéke, ahol a varhat6 értéket a Q kockdzatmentes

valdszindség mellett kell venni. A (7) indokldsa a kovetkez6. Mivel az § Q-martingél,

ezért a

p— ’ p— p—
G(1) =Y [S(s)=S(s=1)IO(s)
s=1
transzformalt is martingal, ugyanis

* A szdrmaztatott termék elnevezést az indokolja, hogy a H F, mérhetd, vagyis az értéke T idGszakban
ismert informaciok alapjan meghatarozhat6.



616 Medvegyev Péter

1+1

MG (t+1)| F) = > MUS(s)-S(s—DI6(s) | F) =
= > M([S(s)-S(s—DI6(s) | F)+

+MO[S(E+1)-S@®B(+1)]| F).

Az els6 tagban minden kifejezés legfeljebb 7 index, tehat az egész kifejezés F -mérhetd,
igy a feltételes varhatd értéke dnmaga. A masodik kifejezésben mivel a 6 (z + 1)
eldrejelezhetd, ezért kivihetd a feltételes véarhat6 értékbdl, majd az § Q-martingal tulajll
donsiga miatt

MO([S+1)-SMBC+D)]|F) =
=MUSE+1)-S@)|F)-0(+1)=
=0-0(t+1)=0.
A martingal 6rzi a varhato értéket, ezért, felhasznalva, hogy a V(0) determinisztikus,
MQ(G(T)) =0 az (5) felhasznalasaval
V(0)=V(0)=V(0)+M*G(T) =M%V (0)+G(T)) =
=MV (T))=M%(H) = MQ[SIHJ

T

Erdemben sehol sem hasznaltuk ki, hogy a ¢ = 0 idGpontot vizsgaljuk, csak az
T —_ —_ p—
LH =V(T)= Z[S(t) -S@E-DI6@)+V(0)
S(T) =

eldallitast, valamint a Q-martingal tulajdonsagot, ezért

MQ[1H|£] = MO(V(T)| F) = MO(G(T) + V(0) | F,) =

S(T)
_= TN — _V@
=G(M+V(O0)=V() = S0’
kovetkezésképpen
~ M9 5@
V()=M [S(T) H| J-',) )]

Egyértelmiiség, teljesség a tobbperiodusos modellekben

Térjiink vissza a diszkrét valdszintiségi mez6 esetére! Kétfajta egyértelmiség vethetd fel.
1. Vajon az arak egyértelmidek-e, vagyis fiiggnek-e a replikdld portfoliotol vagy a
martingalmértékt61?
2. Vajon a martingdlmérték egyértelmii-e? Az elsé kérdés tiinik érdekesebbnek, de a
megoldasa trivilis. Ha 1éteznek a replikal6 portfolidk, akkor az azokhoz tartoz6 értékfol
lyamatok egyértelmdek. Legyen 6, és 6, két replikdlo portfdlio, vagyis tegyiik fel, hogy

V(T,6) = V(T, 6,) = H.
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Ha nincs arbitrazs, akkor van legalibb egy ekvivalens martingalmérték. A korabban
bemutatott (8) formula alapjan

NG

— — Q
SAB(H)=V(t,0)=M [S(T)

H|F, J= V(1,6,) = S(1)0,(1),

vagyis a replikal6 értékfolyamat egyértelmd, bar a replikald stratégia nem feltétlentil az.
Ezt a tulajdonsagot szokds az egyértelmi drazds torvényének is nevezni. Erdemes megjell
gyezni, hogy mivel a replikdlé portfélibfolyamat értéke fiiggetlen a replikacidt biztositd
stratégiatdl, ezért a replikald portfolid értéke fiiggetlen a valasztott Q martingdlmértéktSl
is. Ebbdl kovetkezden a replikalhatd kovetelések értéke minden martingdlmértékre azonos.

Most térjiink rd a martingdlmérték egyértelmiiségére!

9. definicio. A modellt teljesnek mondjuk, ha minden H F -mérhetd szdrmaztatott termék
onfinanszirozo portfolioval replikdalhato.

Ervényes a kovetkezd tétel.

4. tétel. (Az eszkozarazas masodik alaptétele.) A modell pontosan akkor teljes, ha a
martingdlmérték egyértelmii.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a piac nem teljes. Legyen
L={V(T,0)},

ahol 0 tetszdleges Onfinanszirozd, eldrejelezhetd portf6lié. Ha a piac nem teljes, akkor
L # R¥.Vilagos, hogy ha a piac nem teljes, akkor a diszkontalt piac sem teljes, vagyis
L={V(T,0)}#R".

A mar belatott mdédon a diszkontélt folyamat eldallitdsa alapjan tetszSleges 6 6nfinanll
sziroz6 portfdliora

V(T.0) =V (0.6)+ i[_?(t) —S(-1@) =

t=1

=2+ YIS0 -5 -,

ahol 6 a 6-bdl a 0 index torlésével kapott folyamat. Ugyanakkor, ha A tetszSleges és 6
tetszGleges eldrejelezhetd folyamat a kozonséges 1, 2, ..., M indexd termékre, akkor a 0
komponens megvalasztasaval konstrudlhaté olyan 6 Onfinanszirozo, elSrejelezhet§
portfolio, amelyre V(0,0) = A, és a tdbbi termék silya 6 . Tehat

L={V(T.0)}= {,1 + i[E(z) -S@- 1)]9(;)} £ RY,

t=1

ahol A € R tetszbleges, és O tetszlleges eldrejelezhetd folyamat. Legyen Q > 0 egy
martingalmérték, és vezessiik be az R téren az

N
xy) =Y x50,
i=1
skaldris szorzatot. Mivel az L altér, L # R", ezért létezik

z1L,
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vagyis
N N
> 20 = Y(24)Q, =0,
i=1 i=1
vagy ami ugyanaz
M9(zL) = 0.
A kotvényre tett feltétel szerint, ha 6 (1) =0, A =1, akkor 1€ L, tehat
N
(z1)=Y20,=M%(2) =0.
i=1
Legyen
d=1+—2_>0,
2le].
és definidljuk az
Ri = R(wl) = d(a)l)Q(a)l) = de(COI)
szabdllyal az R valdszintiséget. Vildgos, hogy R > 0, és
M®(z) _

2|,
tehat az R ekvivalens valoszindség. Mivel tetszGleges 6 eldrejelezhetd folyamatra

R(Q) = M?(1) +

]

T

MISt)-SE-De@)e L,

t=1
ezért
T

MR Z[S(t)—S(z—l)]@(t))i

- M i[S(t)—S(t—l)]O(t)[l+2z]]:
1=1 Z|.

= M

M\J

NOENGaNZ (t))

Mivel az § martingdl a Q alatt, és a ﬁ elérejelezhet§, ezért a jobb oldali kifejezés
nulla, ezért a bal oldal is nulla, tehat az S diszkontalt folyamat R # Q martingél, kovetl
kezésképpen a martingdlmérték nem egyértelmd.

Arazds nem teljes piacokon

Mit lehet mondani a véletlen kovetelés ardra, ha a piac nem teljes, és az értékelendd
kovetelés nem replikdlhat6? Ilyenkor az arbitrazs kizarasanak elve csak korldtokat ad a
lehetséges piaci drakra, a pontos piaci ar mar egyéb tényezdk fiiggvénye. A kozgazdasal
gi elmélet szerint dltaldban a termékek arat a kereslet és a kindlat viszonya adja meg,

sz

rasara alapuld arazasi elv tobb altalanositasaval is taldlkozhatunk. Ezek mindegyikének
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Iényege, hogy az Onfinanszirozé porfélidval vald replikalhatdsag feltételét valamilyen
moddon enyhiteni kell. Vagy nem kdveteljiilk meg a pontos replikalhatdsagot, vagyis megll
elégsziink azzal, hogy a fedez§ portf6lié valamilyen értelemben optimalisan kozeliti a
véletlen kovetelést, vagy megkoveteljik ugyan, hogy az utolsd idSpontban a kdvetelés
lefedezése tokéletes legyen, de eltekintiink attdl, hogy a replikald portfélidsorozat onfill
nanszirozd legyen, és valamilyen értelemben minimilizaljuk a jovében felmeriil§ koltsél
geket. A nem teljes piacok arazasi elmélete igen kiterjedt, ezért csak a legegyszerlibb
modellt mutatjuk be.

Tegyiik fel, hogy a T id6pontban esedékes H véletlentSl fiiggs kovetelés nem
replikdlhat6. Tekintsiik a

V(0,6) = S (0) 6 (1) - min
SO mnH-6¢+n20, t=1,..T-1
S(T)o6 (TzH

linedris programozasi feladatot. Ha a feladatnak nincs lehetséges megoldasa, akkor a
feladat 7"(H) optimdlis értéke legyen +e. Vildgos, hogy a H kovetelés m(H) ara nem
lehet nagyobb mint n°(H), ugyanis, m(H) > m"(H), akkor lehet arbitralni. Ilyenkor H
»draga”, tehat eladom, a 6 stratégia ,olcs6”, tehat dinamikusan megveszem. A =0
pontban a bevétel w(H) — n"(H) > 0, a T idGpontban a bevétel S (T) 6 (T) a kiadas H,
tehat a 7 idSpontban a nettd bevétel

ST 6((T)-H=0.

Az 1 <t < T -1 id6pontokban, az 1ij 6 (r + 1) portf6lid6 meghatarozdsakor csak
kivehettiikk a pénzt a ,kasszdbol”, igy a H versus 0 ,izlet” szalddja pozitiv. Vehetjiik
azonban a

V(0,0) = S(0) 6 (1) > max

Smem-6¢+nI=0, t=1,.,T-1
S(T)O6(TYEH
feladatot is. A feladat 7, (H) optimdlis megoldasa als6 korlatot jelent a 7 (H) arra nézve.
Ha n(H) < n.(H), akkor megveszem a H jovébeli kifizetést, eladom a 6 optimalis stratéd
giat. A 1 =0 bevétele w (H) — n(H) > 0, a T idSpont bevétele 0 S H — S (T) 6 (T), és
idokozben most is csak kivehetiink pénzt a portfliobol. Osszefoglalva, arbitrazsmegfonl
tolasok alapjan

n(H) s n(H) = ' (H).

Legyen Q martingalmérték! Evidens mddon a linearis programozasi feladatokban mindig
vehetjiik a diszkontalt valtozokat, ugyanis a feltétel szerint a kotvény ara mindig pozitiv,
vagyis a végigosztas nem befolyasol semmit. Ha 6 optimalis megolddsa a minimumfell
adatnak, akkor

MC(H) £ MYUS(T)6"(T)) =
< MQ[S(T)O*(T)+T§iS(t)[9*(t)—9*(z+1)]):
=MO(S(T)-S(T - (T)+..)=

=M(§(0)6°(1)) = §(0)6"(1) = S(0)0"(1) =" (H),
illetve analég médon 7, (H) < MQ (H).
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