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KOBOR ADAM
A feltétel nélkiili normalitas egyszerii alternativai
a kockaztatott érték szamitasaban

A piaci kockazatmérés fontossaganak a ténye, a nemzetkozi szinten elterjedt médszel]
rek meglehetésen gyorsan beépiiltek a hazai pénziigyi szakma gondolkodasaba. Napl]
jaink legnépszeriibb elemzési rendszerét a kockaztatott érték (Value at Risk—VaR) szall
mitasahoz kapcsolédé médszerek jelentik. A kereskedési kdnyvi szabalyozas hatalyl]
ba Iépésével a VaR-szamitas és a hozza kapcsolodé ismeretek elterjedése még iitemel ]
sebbé valhat. Ugyancsak kézismert az a tény, hogy a legtobb pénziigyihozam-idésor

nem felel meg a normalitas szigoru kdvetelményének; a piaci hozamok eloszlasai ,,vasl ]
tag szélekkel” jellemezhetSk. Jelen tanulmanynak a célja, hogy attekintsen és bemul]
tasson az alkalmazas illusztralasaval olyan médszereket, amelyek konnyen implemen[]
talhatok, azonban a VaR-becslések hatékonysagat mégis nagyban novelhetik. Végiil a

tanulmany a kiilonb6z6 eljarasokat hatékonysaguk szerint hasonlitja 6ssze; ehhez tézs[]
deindexekre (BUX és DJIA) végzett VaR-becslések szolgalnak segitségiil. Az 6sszehal ]
sonlitasokbol természetesen csak ugy lehet altalanosabb kovetkeztetéseket lesziirni,

hogy szem el6tt tarjuk a valasztott termékek és id6szak konkrétsagat és egyediségét.

A tanulményban attekintjiik és 6sszehasonlitjuk a parametrikus VaR-szdmitas sordn haszl
nalt kiillonboz4s, viszonylag elterjedtebb eljarasokat, amelyek a piaci faktorok eloszlasal
nak megfigyelt és jovGbeli potencidlis terjedelmét probaljak meghatirozni. A piaci tényel
z6k kockazatossaganak mértékét jellemezziik ezzel a terjedelemmel, amelyet a gyakorlati
életben leggyakrabban a volatilitdssal jellemezhetiink. Noha a tanulmany szdmos modl
szertani kérdést targyal, elsGsorban azon kozgazdaszok érdeklddésére tart szamot, akik
kockazatkezeléssel foglalkoznak. A VaR-modellek alkalmazéinak tisztdban kell lennitik
az altaluk hasznalt modellek sajatossagaival és korldtaival; a modellek pontossdga és
szamitasigényessége kozotti atvaltassal.

A kockdztatort érték szamitasa soran két alapvetd kérdéskorre kell véalaszt taldlnia az
elemzoének: egyfelSl milyen sajatossagokkal bir az elemzésre szant portf6lid, és milyen
elemi piaci pozicidkra lehet azt felbontani (mapping), masfelSl a portfolié értékvaltozal
sait befolydsol6 piaci faktorok viselkedését miként lehet a legjobban megismerni és megl
ragadni. A tanulminy a mésodikként emlitett kérdéskorrel foglalkozik.

Ha a piaci folyamatok megfelelnek a ,normalitdsnak”, a VaR-becslés mddszertanilag
konnyd (legaldbbis a becslés azon része, amelyet az adott valdszintiség mellett varhat6
legnagyobb piaci faktorvaltozas meghatarozasa jelenti). Kozismert tény ugyanakkor, hogy
ha egy megfigyelt hozamidGsor hisztogramjara tekintiink, a normadlis eloszlas stirdségll
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fliggvényéhez képest leptokurtikus, ,,vastag szE€ld” és csucsos alakzatot talalunk. A koc-
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kazatkezelés e probléméjanak a kezelésére tobb mddszer is sziiletett, a cikkben az alkall
mazasi lehetGségeket tekintjiik at, kiilon figyelve a magyarorszagi jellemzdkre.

Az illusztraciok targyaul is a lehetd legegyszertibb ,,portf6liot”, a piaci indexet véalasztotll
tam. A modszertani tirgyaldsban két ilyen index, a prompt BUX-index és a Dow Jones
Industrial Average (DJIA) index 1001 napos, kozel négyéves adatsora (1996. jinius 25.-
2000 janius 30., illetve 1996. julius 16.-2000. junius 30.) alapjan mutatom be a kiilonbdzd
parametrikus VAR-becslési eljarasokat.! A két idGsor négyéves alakulasat mutatja az 1. dbra.

1. dbra
A BUX- és a DJIA-index négyéves idGsora
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A két index y, =1In(S, /S, ) képlettel (ahol az y jeldli a folytonos hozamot, az S, a ¢
napi indexértéket) szamitott napi folytonos hozamainak hisztogramjait és legfontosabb

' A VAR-szamitashoz alkalmazott modellek paramétereinek a becsléséhez 500 napos hozamiddsorokat
vettem alapul, igy az els6 VaR-értékeket a hozamiddsorok 501. napjdra szdmitottam ki. Ezt kovetSen
minden napra (tehat eljardsonként mind az 500 VaR-becslésre) a modellparamétereket ujrabecsiiltem, igy
hasznaltam fel indexenként mind az ezer hozamértéket. A tanulmanyban bemutatott dbrdk és becsiilt
paraméterek az utolsé 500 adaton alapuld becslések eredményei, tehat a 2000. jinius 30-an ,érvényes”
allapotot tikrozik.
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statisztikait mutatja a 2. dbra. A normalitas tesztelésre a parametrikus Jarque—Bera teszll
tet,? illetve az ugyancsak y>-eloszlason alapul¢ illeszkedésvizsgilatot alkalmaztam.?

A hisztogramok mellett kozolt szamitdsok alapjan lathat, hogy a normalitds
nullhipotézise a Jarque-Bera-teszt alapjan elvetésre keriil barmilyen szignifikanciaszinten.
Az illeszkedésvizsgdlat ugyancsak elvetette a normalitds nullhipotézisét mindkét index
esetében.* A formadlis tesztelési eljardsok mellett vizudlis tAmpontot jelentenek a
hisztogramok mellett 1athaté quantile-quantile plotok is, amelyek ugyancsak azt mutatl

2. dbra
A BUX-hozamok eloszlasa

300 Sorozat: Y 4T
Minta: 2 1001
250 Megfigyelés: 1000 #
) 21 s
2001 Atlag 0,000975 =
Medidn 0,001909 &
150 Maximum ~ 0,136157 & |
Minimum  -0,178956 T‘é
Szoras 0,023462 5
100+ Ferdeség  -1,128344 Z
Csicsossdg  13.48985 2T Lo
50+ -
Jarque-Bera 4787,472
0+ Szignif. 0,000000 } I I |
m S 1w g8 1 9 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2
$3 535353
b) DJIA hozamok eloszlasa
2507 Sorozat: Y 4T
Minta: 2 1001
2004 Megfigyelés: 1000
. 0 2T
Atlag 0,000668 =
150+ Medidn 0,000808  §
Maximum  0,048605 & |
Minimum -0,074549 g °
100 Szoras 0,011608 &
Ferdeség  -0,512263 Z
sol Cstcsossidg  7,069934 2T
I | I Jarque-Bera 732,4495 °
o-ietertor ool B II Do e s Szignif. 0,000000 % :

; t t

= -0,10  -0,05 0,00 0,05 0,10

=)
T

0,04

!
f
N
<
S

-0,04 T

N
S
<

2 Normalitas Jarque-Bera tesztje:

w=ﬂ§q§+%m—®ﬂ~fa)

S: Ferdeség, K: csicsossag, k: becsiilt paraméterek, N: mintaelemszdm (jelen esetben k=2).

3 Illeszkedésvizsgélat sordn egy véletlen valtozd tapasztalati eloszldsat vetjiikk ossze egy, a nullhipotézisben
megfogalmazott eloszlassal. A K statisztika (r-k-1) szabadsdgfoku jy*-eloszlast kovet, ahol:

& (v, —np,) o
K= z ! W ‘ , és r jelenti a vizsgalt valtozo eloszldsa elemzésekor meghatirozott osztalykozok szal
i=1 i

mat, a v, az i. osztalykdzbe keriilés szdmat, a p, az i. osztdlykozbe keriilés valdszindségét az ,elméleti”
valdszintiségeloszlas szerint, valamint n a mintaelemszamot. A teszt leirdsar6l részletesen lasd példaul
Mills [1993].

* A teljes idGsor hozameloszlasat vizsgalva, a normélis eloszlassal szemben, n = 1000, r = 37 mellett a
BUX esetében a K-statisztika értéke 1,01 xX108%; a DJIA esetén 6,63 X 10° volt.
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jak, hogy az egyiittes eloszlasok nem teljesitik a normalitast. (A quantile-quantile plot
egy vizsgalt valtozo tapasztalati eloszlasat hasonlitja 0ssze egy elméleti eloszlasfiiggvény
alakjaval, jelen esetben a standard normadlis eloszlaséval. Ha a tapasztalati eloszlas norl
malis lenne, a grafikonon egy atlds egyenes szakaszt kellene latnunk, ami azt jelentené,
hogy a vizsgélt és a kontrollvaltoz6 kvantilisei azonos titemben jelentkeznek. A grafikol
nok § alakjanak als6 és fels§ része a vastag széleket, a kozépsd meredekebb szakasz a
csucsossagot tiikrozi.)

A kockaztatott érték (VaR) rovid definicioja

A VaR ugy definidlhatd, mint az a pénzdsszegben vagy hozamkategdridban kifejezett
érték, amelynél a portf6lié egy elére meghatarozott valészindségi szinten és egy elGre
meghatarozott id6tdvon varhatéan nem szenved el nagyobb veszteséget. A definicid forll
mélisan is megfogalmazhat6.® Altaldnosan a VaR-érték: -W, (r"-u) (4tlagos hozamhoz
képesti relativ veszteség) vagy -W " (abszolit veszteség), ha W a vizsgilt portfdlio
értéke, u az adott idGszakra szamitott varhaté hozam, r* pedig a jovébeli hozamok adott
valdszindségi szintnek megfelel§ kvantilise. (Példaul 95 szdzalékos megbizhat6sagi szinll
ten, 100 lehetséges hozam esetén az 5. legrosszabb.) Az r* becslése torténhet a hozamok
multbeli vagy szimuldlt eloszlasabol tapasztalati titon vagy pedig valamilyen parametrill
kusan leirhat6 eloszlas feltételezése mellett formalis mdédon; a késGbbiekben ezekrdl az
eljarasokrol lesz részletesebben szod.

A definici6 moédszertanilag tdgabban is megfogalmazhaté: ha a pénziigyi termék W
értéke f faktortdl fiigg, és a W érték érzékenysége f-re a A érzékenységi paraméterrel
fejezhetS ki, akkor VaR = -WAdf*, ahol df* a jovébeli faktorvaltozasok eloszlasanak
adott valdszintiségi szint melletti kvantilisét jelenti. A delta (A) értéke a részvényindexek
esetében dnmagukra nézve 1; de a részvények esetében az indexet alapfaktornak tekintl
ve, a béta-egyiitthat6 felel meg a deltdnak (a béta fejezi ki, hogy 1 szazalékos indexvall
tozas mellett vdrhatéan mekkora lesz az adott idGszaki részvényhozam). A kotvények
esetében a hozamgorbét tekintve kockazati faktornak, a duration jelenti a deltat (ami
gyakorlatilag a kotvények jelenértékének a kotvényhozam szerinti derivaltja), mig opcil
Ok esetében valdban a klasszikus ,,delta” mutatészamra kell gondolnunk. Az ilyen, érzél
kenységi paraméter segitségével végzett elemzést hivjik ,delta-értékelésnek”. A tovabl
biakban - mivel részvényindexeket vizsgalunk - a delta emlitésétdl eltekintiink, azt minl
dig 1 értékiinek tekintjiik. A definicié 4ltalanosabban:

c= Tf(w)dw

1-c= [ f(wydw=Pw<W")=p,

ahol f(W) a jovébeli portfolidérték-valtozas eloszlasanak sdrtségfiiggvénye, ¢ pedig a
konfidenciaszint. A p valdszinlség mellett kovetkezhet csak be varhatdan a W'-nal (a
VaR-értéknél) nagyobb értékvesztés.

A VaR becslési eljardsok harom f6 médszercsaladba sorolhatok: a ,,variancia-kovarill
ancia” (vagy parametrikus eloszlast alkalmazd) médszerek, a historikus szimulaciok és a
Monte-Carlo-szimulacidk csoportjaba. Ebben a tanulmanyban alapvetSen az elsé csol

5 Lasd példaul Jorion [1999], illetve Duffie-Pan [1997].
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portra koncentralunk, ugyanakkor meg kell emliteniink, hogy a nem normalitdst a masik
két csaladdal is lehet hatékonyan kezelni. (A Monte-Carlo-szimulacidkhoz ugyanakkor
az itt leirt modszerek részben jo segédeszkozként hasznalhatok; példaul a véletlenszami
generalasok parametrizdldsahoz.) A hozamok parametrikus eloszldsidra masként is felirll
hat6 a definici6. Bevezetésként éljiink a legegyszeriibben kezelhet§ esettel: feltételezzik,
hogy a hozamok p véarhat6 értékid és o szOrasi normdlis eloszlast kovetnek. Ebben az
esetben a VaR felirhat6 a kovetkezdk szerint:

r'=N"(p)o,NA +p
W,(r' = )= W,N " (p)o, At
Wor' = W, [N " (p)o, AT + ]

ahol ¢ a hozamokb0l szamitott szoréds,® o, pedig a jelen T idSponttdl Az idStavra becsiilt,
éves szinten kifejezett volatilitds. N ~'(p) jeloli a standard normadlis eloszldas meghatarol
zott p val6szintiségi szint melletti egyoldald tartomanyét. Ezeket a képleteket alkalmazi
zak talén a leggyakrabban, ugyanakkor a normalités feltételezése mellett egy masik feltél
telnek is teljesiilnie kell: az id§ négyzetgyokével vald szorzés valdjdban akkor allja csak
meg a helyét, ha hozamok id6ben egymastdl fliggetlenek.’

Fontos, hogy VaR-modelliinket tesztelni tudjuk, és megallapitsuk annak megbizhat6l
sagat. Kérdés, hogy ha példaul 99 szizalékos megbizhatdsaggal jeleztiink VaR-értékell
ket, akkor példaul 100 nap alatt két ,tévedés” jelenti-e azt, hogy a modelliink hibds. A
modellek megbizhatdsaganak tesztelésére a Kupiec-féle® valdszintiségi hanyados modO
szer (likelihood ratio-LR) alkalmazhat6. Vizsgaljuk modelliink mtikddését 7 napon kel
resztiil! Azt tapasztaljuk, hogy ebb6l N alkalommal szenvedett el portf6lionk a jelzett
VaR-értéknél nagyobb veszteséget. Amennyiben VaR-szdmitasainkat ¢ = 1 - p konfil
denciaszinten végezziik, megfogalmazhaté a H: N/T = p és H: N/T # p hipotézis, N
binomidlis eloszlasat feltételezve. Ekkor az LR probastatisztika:

LR=2 ln[(l}lJN(l—]]Y)T_N:I—ln[pN(l—p)TN] ~ 2

Stabil és feltételes normalitas

A pénziigyi modellek 4ltalanos feltevése, hogy a piaci hozamok normaélis eloszlast kovetl
nek. A tapasztalati tények ugyanakkor a megfigyelések tilnyomd tobbségében azt jelzik,
hogy egy megfigyelt hozamid&sor elemei nem teljesitik a normalitast, a val6szindl
ségeloszlasaik a normdlis eloszlas kereteit meghalad6, széElsdséges eseményeket is mutatll
nak (leptokurtikussag, vastag szélek jelensége).

Nem mindegy azonban, hogy a normalitasrél mint a megfigyelési idSponttdl fiiggetlen
(feltétel nélkiili, unconditional) vagy pedig att6l fiiggd (conditional) jelenségrél beszél

° Volatilitas névvel illetik a szorast, ha folytonos hozamokbdl évesitve kozlik.

7 A DIJIA napi hozamai megnyugtaté megbizhatdsaggal elfogadhatok fiiggetlennek. A BUX esetében
mar nagyobb autokorreldltsig mutatkozik, de még itt sem vétiink szamottevs hibat, ha elfogadjuk a fiigh
getlenség hipotézisét.

8 Lasd Kupiec [1995]. A probanak megfelelGen példaul 500 megfigyelésbdl 5 szdzalékos hibahatarral a 95
szdzalékos VAR-becslés 17-35 hibaval (azaz a VAR-t meghaladd veszteséggel), a 99 szazalékos VAR 2-9
hibaval, a 99,5 szazalékos VAR pedig legfeljebb 6 hibaval fogadhat6 el. Ugyanakkor a T novelése sztkiti az
elfogadhaté hibaaranyok hatarait!
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link. Att6l, hogy a megfigyelések egyiittes eloszlasa nem teljesiti a normalitast, elképzell
het6 (és vizsgalandd), hogy a megfigyelt hozamok kiilonb6z6 megfigyelési idGszakokban
beleillenek-e a normalitds kereteibe. Vizsgalatukat és dsszehasonlitisukat a megfigyelél
seket standardizdlva kell elvégezni. Mig a vizsgélatot a feltétel nélkiili normalitds esetéll
ben (z€r6 varhato €rték feltételezése mellett) a standardizélt r, /o alakban kifejezett valtol
zOkra kell elvégezni, a feltételes esetben ez a r, /o, alakra modosul, feltételezve €s megenll
gedve, hogy heteroszkedasztikus piaci folyamatrél legyen sz6 (1asd példaul J. P. Morgan
[1996]). Ekkor minden megfigyelést a ,,hozza tartoz6” szdrassal kell standardizalni. Mig
tehat az id6ponttdl fiiggetlen (unconditional) eloszlas alakja nem fiigg az idGponttdl és a
variancia allandd, a feltételes eloszlas (conditional) esetében az egyiittes eloszlas fiigg az
id6ponttdl, a variancia sztochasztikus, és a folyamatot a heteroszkedaszticitds jellemzi.

A kockézat parametrikus el6rejelzésének maodszereit igy két kérdéskor mentén vizsgaljuk.

1. Allandénak tekinthetjiik-e a volatilitast, vagy elfogadjuk a volatilitisok klaszterezett
viselkedését (azaz feltételességét)? Az elsd esetben tudomdsul vessziik, hogy vannak kill
sebb és nagyobb nyereségek és veszteségek, am ezek mértékének alakuldsit teljesen
véletlenszerinek tartjuk. Az a 3. dbra a BUX napi hozamait mutatja. Lathatd, hogy nagy
abszolut értékd arfolyamvaltozasokat valdszintileg ismét nagy abszolut értékd arfolyami
véltozasok fogjak kovetni, mig a nyugodtabb idészakokban bar ugyancsak fiiggetlenek a
hozamok, de nem kell drasztikus mértékd arfolyamvéaltozasra szadmitanunk.

3. dbra
A BUX napi hozamai
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2. Elemzésiinket a normalitds keretein beliil kivanjuk-e folytatni, vagy valamilyen mas
eloszlast keresiink? A norméleloszlés alkalmazésakor tisztaban kell lenniink azzal a ténnyel,
hogy viszonylag gyors az eloszlds széleinek a lecsengése,’ igy a vastag szélek problémal
jat — azaz a tobbszoros szorastartomanyon kiviili ,,sz€ls6séges” eseményeket — nem tudl
juk elemezni. Rendkiviili el6nye azonban - és ez a mindennapi alkalmazds szempontjall
bol nem mellékes —, hogy rendkiviil kdnnyen és kényelmesen haszndlhatd, hiszen mindl
Ossze a varhat6 értéket és a szords paramétert kell meghataroznunk.

° Annak a valdszintsége, hogy egy véletlen valtozé az atlag +/-3-szoros szérastartomanyban helyezkell
dik el: 99,7 szazalék.
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Tovébbi vizsgalataink dimenzibit az 1. tdbldzat mutatja.

1. tablazat

Piaci hozamok eloszlasa

Alapeloszlas
id6ponttol fiiggetlen feltételes
Normalis Stabil variancia GARCH, EWMA*
Alternativ eloszlas Student-féle r-eloszlds véges GARCH t-eloszlasi
varianciaval, normal kevert standardizalt hibatagokkal
modellek

* GARCH Adltalanositott autoregressziv feltételes heteroszkedaszticitds (Generalised Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity).

EWMA: exponencialis silyozasi mozgd atlagolas (Equivalently Weighted Moving Average).

A piacon megfigyelhet6 vastag szélek jelenségét az iddtdl fiiggetlen normdlis eloszlason
kiviil az dsszes tobbi modell produkilja, igy elemzési lehetGségeink széles kortiek. Ugyanl
akkor meg kell vizsgdlni az egyes modellek alkalmazhat6sdganak feltételeit és korlatait is.

Idéfiiggetlen eloszlas és normalitas

Szadmos pénziigyi modell (igy példaul a Black-Scholes-modell is) feltételezi a volatilitas
allandoésagat, azaz homoszkedaszticitdsdt. A legegyszeribb volatilitismeghatarozas a megl
figyelt hozamokbdl szamitott standard széras kiszamitasa (illetve évesitése az id§ négyl
zetgyokével torténd szorzassal). Ebben az esetben a kivalasztott id6szakban minden megl
figyelést azonos sullyal vesznek figyelembe (a variancia a varhatd értéktdl vald négyzel
tes eltérések mozg6 dtlaga). Amikor egy sokkhatds bekeriil a megfigyelésbe, ugyanolyan
»pofont” ad a volatilitdsnak, mint amekkordt csillapit rajta a megfigyelési ablakbol tortél
nd kikeriilésével. Persze idSben eld6rehaladva, a szamitott volatilitasérték nem marad
allando; a megfigyelési ablak nagysigatdl fliggen ingadozik. A 4. dbra 50 és 250 napos
megfigyelési ablakkal szamitott volatilitisokat mutat, mellette feltiintetve a napi hozal
mok nagysagat is. Lathat6, hogy minél hosszabb a visszatekintési periddus, annél ,,loml
habb” a szamitott volatilitis reakcidja is.

4. dbra
A votalitds alakulasdsa a megfigyelési ablaktdl fiiggden
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Egy atvaltasra jutunk végil: ha hosszu idGszakot valasztunk, sok informéaciét tudunk
figyelembe venni, ugyanakkor a szamitott volatilitisunk nem képes gyorsan reagilni az
esetleg hirtelen valtoz6 piaci viszonyokhoz. Masrészt viszont, ha rovid id§szakot véalaszi
tunk, a szamitott volatilitds gyorsan reagél, ugyanakkor a régebbi események teljesen
figyelmen kiviil maradnak.

A portf6lié abszolit VaR-értékét a W N'(p)o, vagy a W{exp[N "'(p)o,]-1} képlettel
hatdrozhatjuk meg a hozamszamitds modszerének megfelelSen. A W, a portfolio jelenlegi
piaci ért€két jelenti, a o, pedig az id6tdvnak megfelelS volatilitdsra adott becslés (jelen
egyszertUsitett felirdsban ezuttal nem évesitve, hanem valéban példaul 1 vagy 10 napra
szamitva). A BUX és a DJIA napi hozamaib6l szamitott (mind az 1000 napot figyelembe
vevd) napi volatilitdsértékek a 2. dbrdn bemutatott hozamhisztogramokon olvashatok.
Persze ezeket az értékeket lehet, hogy mai szemmel nem tartanink redlisnak, és az 1000
napos megfigyelési periddust hosszinak tartjuk, viszont azt sem kdonnyd megmondani,
hogy val6jaban mekkora megfigyelési periddust tartunk ,elfogadhatonak” az egyszert
szorasképlet alkalmazédsa sordn.

Feltételes normalitas

A mar eddig 4brazolt grafikonok is azt mutatjdk, hogy aligha beszélhetiink allandé
volatilitasrol; figyelembe kellene venniink a piaci idSsorok sajatos heteroszkedaszticitasat.
Olyan modszer sziikséges, ami figyelembe veszi a volatilitas klaszterezGdését: a kozelll
mult eseményeinek nagyobb silyt ad, ugyanakkor nem veszit el minden informaciét a
tavoli multbol sem. A volatilitas ilyen modellezésére az exponencidlis stilyozdsu mozgé
atlagolast (EWMA) és a GARCH-moédszereket (altalanositott autoregressziv feltételes
heteroszkedaszticitas) alkalmazzak. A GARCH-moddszerek bevezetése Engle (ARCH;
1982) és Bollerslev (GARCH; 1986) nevéhez fiz6dik.!° A késébbiekben lathatjuk, hogy
az EWMA a GARCH(1,1) modell egy specidlis valtozata.

GARCH-modellek

A modell készitésekor megfigyelt hozamainkat két komponensre bonthatjuk: 7,,, = L +1,,,,

ahol u a hozamok varhat6 értéke (a gyakorlati életben, napi szinten tekinthetd zérdénak),
valamint a 17 jelenti az ,,innovaciét” (praktikusan: az atlagtdl vald eltérést). A modell az
innovacidk variancidjat kivanja kezelni (ami gyakorlatilag O varhat6 érték mellett a hozall
mok variancidja is egyben). A feltételes variancia az ARCH-modell szerint az utébbi
megfigyelt innovacioktdl fiigg, a GARCH pedig ehhez hozzéteszi, hogy a variancia emellett
fiigg az utébbi feltételes varianciakt6l (varianciabecslésektSl) is. A GARCH-modellek
tehat két egyenlGséget irnak fel: egyet a piaci hozam atlagara, egy masikat (itt szerepel az
ARCH- és a GARCH-tag) a variancidra. Elemzéseinkben ez a masodik egyenlet jatssza a
fészerepet. Voltaképpen a variancia egyenlete egy korabbi varianciaértékre autoregressziv
(GARCH-tag) és egy reziduumra mozgdatlagolast illeszt6 tagra (ARCH-tag) bonthatd.
Altalanos formdban a GARCH(p,q) modell:

r=p+mn,

P q
ol =0+ 2 ﬁjo-rz—j + zaintzﬂ—i )
= P

10 A modellek szisztematikus leirdsa megtaldlhaté példaul Hamilton [1994], illetve attekint§ targyal
lasa Mills [1993] irdsdban.
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azaz a targynapi feltételes variancia becsiilhet§ az utols6 g innovacié és az utolsé p
feltételes variancia fliggvényeként. A modellben az o egyiitthatok az ARCH-tagokra, a 3
egylitthatok a GARCH-tagokra vonatkoznak. Gyakran elégséges a GARCH(1,1) modellt
alkalmazni (Goorbergh-Viaar [1999]), azaz a becslés targya a kovetkez§ egyenlet:

ol =w+ fo’, +an; .
A GARCH(1,1) modell kibonthat6 a kovetkezé formaban:

0'3=w+0mt2,1+ﬁ[(0+0”7,24+ﬁ0't272]=---_ +O‘Z'B ntfl

A GARCH-modell segitségével végsS soron arra kivanunk becslest adni, hogy a legll
utols6 hozam alakuldsanak ismeretében, ugyanakkor figyelembe véve valamilyen szinten
a régebbi megfigyeléseinket, vdrhatéan mekkora szintd lesz az 4tlagtol (0-tdl) valo eltéd
rés a kovetkez$ idGszakban (napon). A modellre tekintve lathatd, hogy az miként veszi
figyelembe a volatilitdsok klaszterezGdését: ha nagy volt a volatilitds az utébbi napokl
ban, az elGrejelzés is magasabb volatilitast fog adni. A volatilitisok gyakran az atlaghoz
vald visszatérés (mean reversion) jelenségét mutatjak, azaz relative hosszabb tdvon minl
dig visszatérnek egy adott szinthez. Amennyiben fenndll, hogy o + B <1, belathatd,
hogy ez a konstans szint (Engle-Mezrich-Bielinski [1997]):

lim(o;.,,) =

v
l-a-f °

Ekkor a volatilitas el6rejelzése a kdvetkezd formaban tehet§ meg:

=

o, —w+0‘(77t 1—(0)+ﬂ( tl_w)

Gt+k\ (O + (06 + ﬁ) t+1 - (D)

Amennyiben tehat fenndll, hogy o + B < 1, a feltételes variancia atlaghoz vald
visszatérést (mean reversion) mutat, azonban ha (o + B) 1-hez kozeli érték, a sokkhatas
hosszu tavon fejti ki hatdsat (persistence). Az atlaghoz val6 visszatérés sebességét az o +
B 0sszeg hatirozza meg: minél nagyobb a két faktor 6sszege, egy pillanatnyi sokk annal
inkdbb permanensen gyakorol hatist a volatilitds alakuldsara, o + B = 1 esetén pedig
tehat a volatilitas perzisztencidjarol beszéliink.

A GARCH-modellek paramétereit loglikelihood mddszerrel becslik. A loglikelihood
fliggvények Osszegét maximalizdljak iterativ mddon az ismeretlen paraméterek szerint.
Alapesetben és leggyakrabban a GARCH becslése soran feltételezziik az innovaciok (tul
lajdonképpen a standardizélt napi hozamok) normaélis eloszlasat. Ekkor a

I(n,,,)=-In2x ——lno ;””2
loglikelihood fiiggvények Osszegét kell maximalizdlni. A BUX-ra és a DJIA-ra az
utolsé 500 hozam alapjan elvégzett GARCH-becslés soran a kovetkezd paraméterek
adodtak!! (2. tdbldzat).

"' A becslés futtatdsa soran a napi hozam varhat6 értékére is kapunk becsiilt értéket, ezt azonban napi
hozamok esetében elhanyagolhatonak tekinthetjiik. Tiznapos VAR-becslés esetében mar nem feltétleniil lenl
ne elfogadhat6 ez az eljarés.
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2. tdbldzat
Becslési eredmények

Becslés Standard hiba
Paraméter
szazalék

BUX-GARCH (1,1)
w 0,00267 0,000601
a 11,94 2,04
B 83,55 2,68

DIJIA-GARCH (1,1)
0] 0,000697 0,000294
o 6,64 1,56
B 89,27 2,58

Az eredményeket dsszehasonlitva azt lathatjuk, hogy a DJIA-ra megbizhatébban lehell
tett a paramétereket becsiilni, és a DJIA volatilitisa kevésbé érzékeny az utolsé hozam
alakuldsara, mint a BUX. Lathat6 azonban az is, hogy mindkét esetben elég kozel van a
két egytitthatd Osszege 1-hez, ami arra utal, hogy a sokkok hatisa viszonylag hosszi
tdvon is fennmaradhat. A VAR-becsléseket a normalis szérdsndl leirtak szerint kell itt is

végrehajtani: VAR, = WN'(p)yw + Bor, +an; .

A GARCH-modell adekvatsdganak ellen6rzése sordn meg kell vizsgalnunk a becslés
utdn standardizalt rezidudlisok eloszldsat. Jol becsiilt modell esetében a standardizalt
reziduumoknak fliggetleneknek kell lenniiik, és olyan eloszlast kell kovetniiik, amill
lyent feltételezve a GARCH-becslést végrehajtottuk. A feltételes normalitdson alapul6
GARCH-illesztés utan a standardizalt reziduumok mar joval kozelebb kertiltek a stanll
dard normadlis eloszladshoz, azonban a normalitast (kivaltképpen a BUX esetében) még
igy sem teljesitik (5. dbra).

Exponencidlis sulyozdsu mozgodtlag (EWMA)

Az exponencidlis sulyozasi mozgdatlagolas elsd megkozelitésben a mozgdatlagolas olyan
mddositasa, amikor a megfigyelések iddben visszafelé haladva egyre kisebb stilyt kapnak:

i}{/s—l(rtﬂ _ ;)2

2 _ =l
O-l - n
S
s=1

A képlet kifejezi, hogy a legutolsé hozammegfigyelés kapja a legnagyobb stlyt, majd
id6ben visszafelé haladva, egyre kisebb stilyokat adunk az egyes megfigyeléseknek. Lell
gyen a A paraméter O-, ..., n-edik hatvanyainak az osszege S. Ekkor felirhat6, hogy:

2)&" =S, azaz S=

s=1

1
1-1°
Mindezek figyelembevételével az alapformula atirhaté egyszerdbb alakra:

ol =(1- A)i AN —1).
s=1
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5. dbra
BUX és DJIA GARCH standardizalt reziduumok

80

Sorozat: standardizalt
reziduumok
Minta: 501 1000
60+ Megfigyelés: 500
Atlag -0,040514
404 Medidn -0,030811
Maximum  3,671335
Minimum  -5,114235
Szoras 0,998984
20+ Ferdeség -0,431022
Csucsossdg  6,316431
0 Jarque-Bera 244,6214
S 2 2 8 8 v @ v Srignifikancia0,000000
-rlu' dlw' o -—If S < & o
801 Sorozat: standardizalt
reziduumok
Minta: 501 1000
60+ Megfigyelés: 500
Atlag -0,027003
404 Medidn -0,026930
Maximum  2,904866
Minimum  -4,326785
Szbras 1,001356
20+ Ferdeség -0,425665
Csucsossdg  4,349309
0 Jarque-Bera 53,02912
0 = 9 S e 2 Szignifikancia 0,000000
T o9 7 S S

Belathat6 tovabba, hogy végrelen hosszi visszatekintési periddus esetén a megfigyelési
sdlyok dsszege 1, mivel (1-24)> A =(1/S)S =1.
s=1

Ugyanakkor az EWMA-modell j6l leirja a piaci folyamatok heteroszkedasztikus jellegét
is, igy rokon vonasok fedezhetSk fel a GARCH-modellekkel (Alexander-Leigh [1997]). A
variancia becslése (0 varhaté napi hozamot feltételezve) a kovetkezd alakban tehetd meg.
Egynttal lathatjuk azt is, hogy valdban egy specidlis GARCH (1,1) alakra jutottunk:

L+t Lte-1

02 = (=S AR =0, +(1- .
5=0

Az EWMA a GARCH(1,1) modelltdl az els6 tagjaként felirt konstansban tér el (ez az
EWMA esetében zérd). Mint lathattuk, ez a konstans azonban a hosszu tava volatilitasO
elérejelzésben tolt be kulcsfontossdgu szerepet: amennyiben az atlaghoz vald visszatérés
(mean reversion) jelenség jellemzi az adott idGsort. Az eltérés azonban nemcsak technill
kai, hanem végsd soron elméleti eltérés is, ugyanis nem feltételeziink tovabb hossza
tavon alland6 varhatd varianciaszintet. Eltinik tehat a hosszi tavu volatilitdst meghatarol
z6 konstans, viszont fenndll az o + f = 1 egyenlGség, igy az ARCH-tagot (1 - A), a
GARCH-tagot pedig A sullyal vesszik figyelembe. Ez, a volatilitdst hosszi tivon is
perzisztens folyamatként jellemz6 modell olyan integrdlt GARCH-modell (14sd példaul
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Varikooty-Liu-Huang [1997]), amelynek konstans tagja zéro, igy a kiilonbozd tavra szol
16 eldrejelzések nem konvergdlnak valamilyen hosszud tavu atlaghoz. Az EWMA-modell

0} = A=) Ar,_, felirdsa hasonl6 alakot 6lt, minta GARCH-ra felirt oy B¢, ,
s=0 Jj=0
amennyiben -t zérénak tekintjiik. Innen lathat6, hogy a GARCH esetében a teljes
perzisztencia — hasonléan az EWMA-hoz - akkor teljesiil, ha fennill az o + B = 1
egyenldség, hiszen ekkor a két alak azonossa valik.
Az optimélis A paraméter becsléséhez a kovetkezd kifejezést kell minimalizdlni az
OLS eljaras szerint:

T 2
E[rtil - ét2+1\1(2’):| — min .
-1

Gyakorlati okb6l ugyanakkor meg kell emliteniink, hogy a J. P. Morgan [1996]
RiskMetrics standardja a napi VAR-szdmitisra a A = 0,94, havi becslésre pediga A = 0,97
alland6 értéket haszndlja a paraméterek Gjrabecslése nélkiil. (A 0,94 érték tehat azt jelend
ti, hogy az utols6 megfigyelést 6 szdzalék, az utolsé elbttit 0,94 X 6 szazalék,... sullyal
veszik figyelembe.) Konnyen belathatd, hogy nagyobb A paraméter esetében nagyobb a
visszatekintési idGszak, viszont kisebb stlyt kap az utolsé megfigyelés.

A 6. dabrdn 6sszehasonlitas 1athaté a BUX volatilitds exponencidlis stilyozasi mozgdatll
lagar6l: az RMVOL a 0,94-es sulyt J. P. Morgan standard szerinti, az EWMAVOL a
BUX-ra egyedileg becsiilt optimalis suly szerinti volatilitdsbecslés (az optimélis suly 0,906).
Az optimdlis faktor kisebb a 0,94-nél, ami azt jelenti, hogy az utébbi megfigyelések
nagyobb stlyt kapnak, ugyanakkor rovidebb a visszatekintési periddus. A 0,94-es esetll
ben lassabb ,reakcidid6hoz” jutunk, ami a drasztikus események utan kisebb volatilitasO
becslést jelent, viszont lassabb a lecsengés is.

6. dbra
RMVOL és EWMAVOL volatilitasbecslés

| 1 |
T T T

500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000

— RMVOL -- EWMAVOL
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Idészakfiiggetlen eloszlas a normalitdson tul

Ebben a fejezetben két alternativ megoldast tekintiink at, amelyekkel vastag széli eloszll
lasokat kezelhetiink, de nem feltételezziik az eloszlasok szérasanak feltételességét.

Student-féle t-eloszlds

Amint a bevezet6ben mar sz6 volt réla, a normalitds modelljeit leginkdbb a vastag szélek
figyelmen kiviil hagydsa miatt érik birdlatok, holott pont ezek a szélek a kockazatkezelés
legkritikusabb részei az eloszlas tekintetében. A normélis eloszldssal szemben (és most
az eloszlast id6tdl fliggetlennek tekintjiik) alternativ megoldasként valaszthat6 a 7-elosz
las. Ha & és n fiiggetlen és standard normalis eloszldsd véltozok, akkor a

moddon képzett ¢ valtoz6 n szabadsagfoku Student-féle t-eloszlast kovet. Az n elemszam
(azaz a generilasban részt vevs c*-es - négyzetre emelés eldtt standard normalis - tagok
szamanak) novelésével a ¢ eloszlds kozeliti a standard normalis eloszlast. A t-eloszlas
normalis eloszlastol vald eltérése n 30 folotti értékeinél gyakorlati szempontbdl mar nem
érzékelhetd.

A t-eloszlasnak 3 jellemzd paramétere van: a y lokacios paraméter, a y > 0 terjedelmi
(vagy skaldzodasi) paraméter és a v > 0 szabadsdgfok. Egy x, r-eloszlasu véletlen valtoll
z6 u atlaggal (feltéve, hogy v > 1) és vy?/(v=2) varianciaval (feltéve, hogy v > 2)
jellemezhetS. Amennyiben v a végtelenhez tart, a t-eloszlas p varhatd értékd és y?2
variancidju normadlis eloszlashoz kozelit. Minél kisebb azonban a szabadsagfok, annil
inkabb vastag széli a t-eloszlas. A standard t-eloszlas strdségfiiggvénye a kovetkezd
madon irhat6 le (ahol a T'(.) jelenti a gamma-fiiggvényt):

(v +1)/2 5 .
X)=—7—"——|l+(x" /v
=y /2)[ @ mf
Abban az esetben, ha feltételezziik az r, hozamok t-eloszlasit, analitikus maximum
likelihood becsléssel hatarozhatjuk meg a tapasztalati paramétereket.'?> A maximalizalanO
dé loglikelihood fliggvényt a kovetkezSképpen irhatjuk fel:

(e -t 2]

A BUX-ra végrehajtott becslés eredményeként az 4tlagos loglikelihood érték 2,48-at, a
DJIA-ra 3,08-at ért el, a paraméterekre az utolsd 500 nap alapjan 3. tdbldzatban szerepld
becslések adddtak.

A BUX esetében a y és a szabadsdgfok felhasznaldbdl becsiilt volatilitas értéke 2,95
szazalék (az empirikus volatilitds az utolsé 500 napra szamitva 2,72 szazalék volt).

A vy és a szabadsagfok ismeretében a becsiilt volatilitds értéke a DJIA indexre 1,29
sz4zalék (az empirikus volatilitds ugyancsak 1,29 szdzalék volt). A szabadsagfokok 6sszell

12 A t-eloszlas alkalmazédsarol bGvebben lasd Fernandez—Steel [1996].
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3. tabldzat
Paraméterbecslések az utolsé 500 nap alapjan
(Student-féle eloszlas)

Paraméter Becslés Standard hiba
BUX t-eloszlas

u 0,0576 0,0808

Y 1,4405 0,0883

% 2,6279 0,3984
DIIA t-eloszlas

u 0,0411 0,0534

Y 1,0498 0,0560

% 5,8491 1,4046

hasonlitasakor igazolddik az a cstucsossagok Osszehasonlitasabdl leszirhetd feltevésiink,
hogy a BUX jéval csticsosabb és vastagabb széld eloszlast kovet a DJIA-nél.

A t-eloszlast felhaszndlva, a VaR-becslés meghatdrozasa: VaR = -W,F," (p)y formall

ban végezhet§ el, ahol F' (p) a standardizalt inverz t-eloszls fiiggvény. Megemlitendd,

hogy bar a méar emlitett modon a #-eloszlasra is kiszdmithatd a variancia, a kockazati
becslést a gamma paraméter felhasznildsaval tessziik meg.

A 7. abrdn a BUX utols6 500 napi nyereségeit és veszteségeit, valamint a 95 sz4zalék
és 99 szazalék konfidenciaszinten becsiilt VaR-értékeket abrazoljuk, napi szinten tijrabell
csiilt normal szoras, illetve r-eloszlasi paraméterek mellett.

7. dbra
BUX-eredmények és VaR-értékek

-0,15+

-0,20+—~+——+"4—+"+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+
500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000

@ BUX— — T95 —— NORM95 — = T99 ----- NORM99

| 1 | 1 | |
T

A 7. dbran lathaté négy vonal koziil a két belsG tartozik a normalis eloszlashoz, a
legbelsG és a legkiilsd vonal pedig a #-eloszlashoz. Ez mar dnmagédban jol szemlélteti,
hogy a t-eloszlas magas szignifikanciaszinten nagyobb atlagtdl szamitott tdvolsagot fog
at, igy a lehetséges nagy veszteségeket jobban eldre jelezheti. Hatrany azonban, hogy a
VaR-becslések sokkal lassabban reagélnak a piac volatilitdsanak a valtozasara, mint péll
daul a GARCH-modellek. Ebben a lomhasagban persze szerepe van annak is, hogy para-
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méterbecsléseink 500 napos bazison nyugszanak. (Ne feledjiik azonban, hogy a kereskell
dési konyvi szabalyozas is legaldbb egyéves megfigyelési periddust fog elSirni a sajat
modellek esetében!)

MegemlitendS, hogy a Monte-Carlo-szimulaciok sordn a standard #-eloszlasa véaltozok

generalasakor v szabadsagfoki, O varhat6 értékd, és 1 gammaju (tehat nem 1 szOrasu)
véletlen szamokat kapunk. Ezért a generalés soran a tapasztalati paraméterek szerint kell

transzformalnunk a generalt értékeket: x, = tt+ ¢ (v)*y ahol £(v) standard v szabadsagll

foku t-eloszlasu véletlen valtozo.

A t-eloszlason alapulé mddszernek sajnos van azonban egy komoly korlatja is. A 70
eloszlasok momentumai a szabadsagfok egész részéig léteznek. Igy mivel a DJIA-nak
5,6 volt a szabadsdgfoka, a generdlt véletlenszamok viszonylag stabil kurtikussagot (mint
4. centrdlis momentumot) mutatnak. A BUX-ra #-eloszlason alapulé Monte-Carlo-szimull
laciés mddszer nem lenne megfelel, mivel 2,6-0s szabadsagfoka miatt rendkiviil durva,
értelmezhetetleniil szélsGséges eredmények is bekeriilnének a szimuldcioba. Ugyanakkor
a legtobb VaR-szamitd szoftver esetében a Monte-Carlo-elemzések soran leggyakrabban
normalis eloszlasu, véletlen valtozok jelentik a kiindulasi alapot. Ezt sokelemi portfoliok
esetében tobb alkalmazd azért tartja elfogadhatonak, mert bar elképzelhet§, hogy az
egyes tagok r-novekménytek, a divezifikacioval (ami a centralis hatireloszlas tétele szemi
pontjabol az elemszam novekedésének gyakorlati megvaldsuldsaként foghat6 fel) az egytitd
tes eloszlas mar kozelit a normélishoz. Ennek a feltevésnek a hazai piacon torténé igazol
lasa persze tovabbi vizsgalat targya lehet.

Kérdés, hogy mennyire illeszkedik jol a tapasztalati eloszlashoz a becsiilt #-eloszlas. A
tanulmany elején leirt illeszkedésvizsgdlat elvégzése utan arra juthatunk, hogy az utolsé
500 nap esetén a DJIA esetében igen magas, 55 szdzalékos szignifikanciaszinten fogadl
hato el a r-eloszlas nullhipotézise. A BUX esetében azonban a vizsgalat nem igazolta a 70
eloszlds tényét. A 8. dbra a DJIA illeszkedését mutatja (feltiintetve egyuttal a tapasztalati
paramétereknek megfeleld normalis eloszlas strdségfiiggvényét is).

8. dbra
A DIJIA utolsé 500 napi hozamanak eloszlasa és illesztése

Szazalék
20,0+
18,0+
16,0+
14,0
12,0
10,0
8,0
6,0
4,0
2,0
Szazalék

-9.0 -7,5 -6,0 -4,5 -3,0 -1,5 0,0 1,5 3,0 45 6,0 7,5 9,0
W p (tapasztalat) — f(student) — f (normal)
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Diffiiz normadlmodellek

Sok modell alapszik normaélis eloszlasok kombinacidjan (mixture of normals). A médszer
lényege, hogy egyfeldl feltételezziik a normalis lizletmenetet (a ,,normalitast” eztttal
statisztikailag is szd szerint értelmezve), ugyanakkor feltessziik, hogy a hattérben egy
masik, a szélséséges sokkhatasokért felelGs folyamat is hizodik. Az ilyen modelleket
ugrasos diffaz (jump-diffusion) névvel is illetik, ugyanis a normadlis iizletmenetbe a szol
katlan sokkokat jelképez6 ugrasokat is beillesztik.

A legegyszertibb ugrdsos diffiiz modell esetében két normalis eloszlasu véltozo (illetve
az eredményvaltozd) kapcsolatit egy harmadik, nem normaélis (hanem példaul egy
Bernoulli-* valtoz6 vagy egy Poisson-eloszlasi) véletlen valtozo hatdrozza meg. A ugl
rasos diffiz modell legegyszer(ibb felirdsa (Venkataraman [1997]):

n = (1 - ln )rtn + A’trtp

'~ N(u;0°)
1}~ N(u)
/l = [170p7(1 _P)]

A n eredményvaltozd esetére a normalitdis mar nem all fenn. Kérdés, hogy miként
becsiilhet6k a modell paraméterei. A normal ugrasos Bernoulli-modell konnyen
parametrizalhatd: feltételezziik, hogy a hozamok (1 - p) valdszintséggel normaleloszlast
kovetnek, o ? variancidval, azonban p valészintiséggel a variancia megnovekszik 72 érll
tékre (ezek a sokkhatdsok), noha a normalitds ekkor is fennmarad (ugyanakkor az egyiifl
tes eloszlds tekintetében ez mar nem teljestil!).

Az egylittes eloszlas strdségfiiggvényének meghatarozasakor a valdszintiségszamitasbol
ismert tételbdl kell indulnunk, mely szerint A és B esemény egyiittes bekovetkezésének

valdszindsége: P(A & B) = P(A\B)P(B). fgy ha tudjuk, hogy a véletlen valtozénk (1 - p)

valdszintiséggel normélis eloszlasi folyamat ¢ 2 variancidval, p valdszindséggel pedig
normaélis eloszlasd folyamat 7 2 varianciaval, akkor:

1-p f-O-u)f), p  [-@-u)
= +
O oo ‘”‘p( T Tl BT

Ebbdl adédik, hogy a modell paramétereinek meghatirozasahoz felhasznalhat6, maxil
malizaland6 loglikelihood fiiggvény:

ST R ) i - L
L=Y1 ! £ !
= n{ o eXp|: 200 | 2 ’

ahol u a hozamok varhat6 értéke.!* A becslést ezuttal az 1000 adatra végeztiik el. A
DIJIA-ra kapott paraméterbecsléseket a 4. tdbldzat felsé része mutatja. A BUX-ra kall
pott becslési értékeket a tablazat alsé része tartalmazza. A becsiilt paraméterek szerint
a DJIA koriilbeliil az esetek 7 szdzalékaban az 4ltaldban normalisan elfogadhaté szinti
ingadozdsanal magasabb volatilitdst mutatott. Az alapvolatilitds azonban itt 0,97 szazall

13 A Bernoulli-valtozok 1 vagy 0 értéket vesznek fel [p, illetve (1-p) valdszindséggel]. Bernoulli-valtozot
egyszerden lehet generdlni 0 és 1 kozotti egyenletes eloszlasu véletlen valtozo segitségével: ha a véletlen
szdm p alatti érték, akkor vesz fel 1, egyéb esetben O értéket a véletlen valtozénk. A Bernoulli-valtozok
Osszessége binomidlis eloszldssal jellemezhets.

4 Alternativ becslési eljarasrdl lasd Beckers [1981].



894 Kobor Addm

1€k, ami kisebb a feljes eloszlas 1,16 szazalékos értékénél. Az atlagos volatilitas valol
jaban ketté lett bontva egy nagyobb gyakorisagu alacsony, és egy kisebb gyakorisagu
magas volatilitastagra.

4. tablazat
Paraméterértékek 1000 adatra
(diffiz normalmodell)

Paraméter Becslés Standard hiba

DIJIA

o 0,97 0,0336

T 2,57 0,3523

T 7,16 2,79

u 0,086 0,033
BUX

o 1,5 0,0459

T 5,88 0,5205

T 10,03 1,895

u 0,21 0,054

A BUX hozamainak 1000 napra szamitott szorasa 2,346 szazalék volt. Ez kozel megll

egyezik a |/ pt® +(1- p)o’ = 2,342 szazalékos értékkel. Monte-Carlo-szimul4cié sordn

a BUX esetében a mar kordabban emlitett okok miatt célszer(ibb lehet inkdbb ezt a kevert
modellt alkalmazni a ¢-eloszlassal szemben.

Meg kell jegyezni, hogy a GARCH- és a kevert normalmodellek kapcsolatban allnak
egymassal. Az eddig targyalt GARCH-modell esetében feltételeztiik a normalitast, mivel
azonban a volatilitds naprdl napra valtozik, a piaci hozamokat ugy tekintettiik, mintha
szamtalan normdlis véletlen generatorbdl szarmaznanak, tehit végsd soron ott is egy
kiilonleges fajta normal kevert (normal-mixture) jelenségrdl van sz6. Az itt targyalt kel
verteloszlds-modellek azonban idéfiiggetlenek, tehdt ebben az esetben nem lehet a
perzisztencia jelenségérél beszélni. A normadl diffiz modellek esetén més problémaval is
taldlkozunk: az ugrdsok ugyanis nem figyelhet6k meg kozvetlen médon. A GARCHIO
modellek esetén a napi hozamokat kdnnyen standardizalhattuk, hiszen minden napra meg
tudtunk hatirozni egy feltételes volatilitasértéket. Ezzel szemben a normal difftiz esetéd
ben nem tudjuk naponta biztosan megmondani, hogy az adott napi megfigyelt hozam
éppen az alapfolyamatbdl vagy az ugrasokat magyardzé masik folyamatbdl szarmazik.
Abban az esetben, ha kiugré pozitiv vagy negativ hozamérték volt megfigyelhets, ugy
érezhetjiik, hogy valosziniileg az ugrasos folyamathoz tartozott, de lehet éppen egy adott
napi ugrasos érték meglepden kicsi is, hiszen annak a hétterében is egy normaélis folyall
mat huzddik (csak a két folyamat keveredését okozza a Bernoulli- vagy Poisson-valtozo).
Igy az egyes megfigyelésekre csak valoszintségi becsléseket adhatunk.

A historikusan megfigyelt hozamadatainkat a modell tesztelése érdekében (azaz, hogy
valéban normalis eloszlast kovet-e a két alapfolyamat) valamelyik alapfolyamathoz vald
tartozas valdszinilisége alapjan csoportosithatjuk. Annak valészintsége, hogy egy adott
megfigyelés a nyugodt, normdlis alapfolyamathoz (és nem az ugrasokat jelent6 magall
sabb volatilitdsu folyamathoz) tartozik:'

15 Hasonl6 gondolatmenet példaul Hamilton [1994].
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Igy példaul a BUX esetében ha egy adott napon 1 szizalékos hozamot tapasztalunk, 96
szazalék valdszintiséggel az alapfolyamathoz sorolhatjuk, mig egy 6 szdzalékos hozamot
98 szazalék valoszinlséggel az ugrasokat jelentd folyamathoz sorolnink.

Heteroszkedaszticitas és a normalitas hianya

A normalis eloszlast feltételez6 GARCH-modell ugyan j6l alkalmazkodik a volatilitas
klaszterezettségéhez, de a vastag szélek probléméajat még igy sem feltétleniil kezeli min
dig elég hatékonyan. Ezért célszerd lehet egy olyan GARCH-becslést is végrehajtani,
ahol a standardizalt innovaciok (illetve praktikusan a napi hozamok) 7-eloszlasat feltétel
lezziik (Hamilton [1994]). Az innovéciok optimalizaland6 feltételes loglikelihood fiiggll
vénye a kovetkezd alakban irhat6 fel:

2
v+1 v 1 v+1 n
l =In[| — |-InT| = |-=Inz(v-2)-Ino, -——In| 1 +| —=—
e R YT SRRt [0 e |

A BUX-ra (az utolsé 500 nap adatai alapjan) végzett becslés soran 2,48 atlagos loglikelihood
érték mellett az 5. tdbldazatban szerepl$ értékekre juthatunk. A DJIA-ra adott becslések
ezittal is pontosabbnak bizonyulnak 3,11 atlagos loglikelihood érték mellett.

5. tdablazat
t-eloszlasi GARCH-paraméterbecslés
(loglikelihood fiiggvény)

Paraméter Becslés Standard hiba

BUX

w 0,00199 0,00089

[0/ 9,28 3,25

B 87,61 3,66

v 4,236 0,8512
DIJIA

w 0,0013 0,00056

o 6,46 2,96

B 85,63 5,14

v 7,6192 2,423

A modell helyességének tesztelése hasonl6képpen torténhet, mint azt a GARCHIO
modellnél tettiik. A napi standardizélt reziduumok illeszkedését azonban ezittal nem a
normaélis, hanem - a 7-eloszlas ismertetésénél mar leirtak szerint — a r-eloszlashoz kell
viszonyitani.

A 9. dbrdn lathat6, hogy az iparagi standardnak tekinthet§ RiskMetrics 0,94-es silyoll
zasi EWMA és a paraméterek napi tjrabecslése melletti -~-GARCH-modszerrel mekkora
99 szazalékos VAR-értékek adodtak a BUX-, illetve a DJIA-indexekre. A két modell
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iteme, jellege megegyezik, ugyanakkor a lecsengés sebességében és a volatilitds terjell
delmében mutatkozhatnak kiilonbségek. LatszOlag nincsenek nagy eltérések, &m a VAR
szempontjabol az Osszehasonlitast mégis érdemes megfigyelni.

9. dbra
BUX és DJIA 99 szazalékos VAR-becslések

0,1+

0,0+
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Az elemzések eredményeinek Gsszehasonlitasa

Az eddigiekben bemutatott eljarasokat a BUX és a DJIA 500 napos id&sorara elvél
gezve — a RiskMetrics standardot kivéve, minden modellre napi paraméter-ujrabecsi
1éssel —, a 10. tdbldzatban 6sszegezhetSk a VaR-szdmitdsi eredmények. A vastagon
szedett szamok jelolik azokat az eseteket, amelyek érezhetden j6 taldlati ardnynak
szdmitanak. A modellek elfogadhatosdgat a Kupiec-féle teszttel, 95 szdzalékos
szignifikanciaszinten vizsgéltuk.
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10. tabldazat
A VAR-eredmények Osszefoglaldsa

Szigni- BUX-index DJIA-index
< fikancia-
Megnevezes szint hibaardny Kupiec-teszt hibaarany Kupiec-teszt
(szdzalék) (szézalék) P (sz4zalék) P
N-sz6rés (500 napos) 95 4,00 Elfogadhatd 5,60 Elfogadhatd
99 2,40 Elutasitva 2,00 Elutasitva
99,5 1,80 Elutasitva 1,60 Elutasitva
N-sz6rés (250 napos) 95 4,40 Elfogadhat6 6,00 Elfogadhat6
99 1,80 Elfogadhaté** 2,20 Elutasitva
99,5 1,60 Elutasitva 1,60 Elutasitva
t-eloszlas 95 5,00 Elfogadhat6 6,60 Elfogadhatd
99 1,40 Elfogadhatd 1,40 Elfogadhatd
99,5 0,60 Elfogadhat6 1,00 Elfogadhat6
EWMA RiskMetrics* 95 4,80 Elfogadhat6 6,00 Elfogadhatd
99 1,80 Elfogadhato** 2,00 Elutasitva
99,5 1,60 Elutasitva 1,20 Elfogadhat6**
GARCH (1,1) 95 4,60 Elfogadhat6 6,00 Elfogadhatd
99 1,20 Elfogadhat6 1,60 Elfogadhat6
99,5 1,20 Elfogadhat6** 1,20 Elfogadhat6**
t-GARCH 95 5,00 Elfogadhat6 5,80 Elfogadhatd
99 1,20 Elfogadhat6 1,20 Elfogadhat6
99,5 0,80 Elfogadhat6 0,80 Elfogadhatd

*0,94 szazalékos igazodasi faktorral.
**Hatdresetként fogadhatd el.

Természetesen e tanulméany keretei k6zott nem lehetett arra véallalkozni, hogy abszol
Iut rangsort allitsunk fel a parametrikus VaR-becslési eljarasok kozott példaul a hazai
piacra. Ennek mar csak az is gatat szab, hogy az itt leirt médszerek az egyszertbb,
konnyen implementdlhat6 eljardsok kozé sorolhatdk, mig példaul a leptokurtikus el
oszldsok vizsgalatira szaimos més eloszlasmodell is felirhat6 lenne. Altalanos megallal
pitasokat azért sem tehetnénk, mert az 500 napos VaR-id§sorok révidek ahhoz, hogy
bizonyit6 erejd tapasztalatokat szerezziik valamely eljaras mellett vagy ellen, illetve az
illusztracioként felhasznalt tdzsdeindex csak egyetlen kiragadott lehetséges termék a
szamtalan terméktipus koziil. A 10. tabldzat eredményeit vizsgdlva, leszlirhetSk azonll
ban az alabbi kovetkeztetések:

- az id6fiiggetlen normalitas és alland6 volatilitds mellett becsiilt VaR-érték magasabb
szignifikanciaszinteken elutasitasra keriil (99,5 szdzalékos szinten mind a BUX, mind a
DIJIA esetében itt volt a legnagyobb hibaarany);

- a feltételes eloszlasokon alapuldé modellek nyugodt id§szakban nem eredményeznek
til konzervativ VaR-értékeket, szemben az id6fiiggetlen eloszlasokkal, amelyek ekkor
tilbecslik a VaR-értéket. FelerGsodd volatilitas mellett viszont 99 szazalék és 99,5 szazal
1ék mellett 4ltaldban megbizhatébbak a nemkondiciondlis modelleknél;

- a t-eloszlas bevezetésével megbizhatobb VaR-értékekhez jutunk, az eloszlas
kondicionalitasanak feltételezése pedig még javitja a becslések pontossigat. Mind az
id6fiiggetlen r-eloszlason alapulé modell, mind a #-eloszlast standardizalt hibatagok melll
lett felallitott GARCH-modell elfogadhatd volt a Kupiec-teszt szerint, azonban a GARCH-
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modell altaldban jobb becsléseket eredményezett. Az idfiiggetlen 7-eloszlasnak azonban
hatranya, hogy nem veszi figyelembe a klaszterezett volatilitisokat, éppen ezért nyugall
masabb idGszakokban tul konzervativ VaR-értékeket becsiilhetiink vele magas
szignifikanciaszinteken.
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