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Novekedés, csod és ciklusok

(A végtelen modell csonkitasa és spektruma)

W. Leontief megalkotta a gazdasagi novekedés végtelen linearis modelljét. A szamitasokat
azonban a modell véges szeletével végezziik. Ezt a véges részt tobbféleképpen is ki lehet
valasztani. Az eredetileg publikalt forma a gazdasag felszamolasanak nyomvonalat adja
meg. Ezért eltérd megoldast javasolok. Ez masképpen csonkitja véges méretiivé a modell
elméletileg kétszeresen is végtelen matrixat. A kétfajta csonkitas a gazdasagi csdd €s a
gazdasagi novekedés két, egymastdl jellegzetesen eltérd palyajat adja. A ndvekedés teljes
egyensulya mindig csak a csonkitatlan, azaz végtelen matrix megoldésa lehet. Itt is
felbukkan egy masodik, egyensulyi, amde csokkend palya lehetdsége. Mindezért
megkisérlem a modellt - R. Godwin elmélete alapjan - a gazdasagi ingadozas
modellezésére is felhaszndalni. Ezzel mdd nyilik a ciklusok idotartaménak és eloszlasanak

kiszamitasara és a rendszer lehetséges mozgasformainak egységes abrazolasara.”

W. Leontief pontosan kifejtette a dinamikus inverz legfobb gazdasagi eszméjét, alapveto struktarajat,
logikai vazat és matematikai egyenleteit, valamint bemutatta tfogd szamitéasi eredményeit az Egyesiilt
Allamok egy részletes modelljén. (LEONTIEF [1970].) A modell a minden évben ismétlddd, tehat
elméletileg végtelen folyamatot irja le, amelynek soran a gazdasagi rendszer minden kadik évben
eldallitja az abban az évben végsd fogyasztasra kerilld y, javakat, az ehhez sziikséges folyo

raforditasokat és gondoskodik a kapacitasokat ndveld beruhdzasokrol is, hogy a kovetkezo év
termelését megalapozza.

A leiras a gazdasag mar ismert dinamikus egyenletébdl indult ki. Ezt szintén Leontief allitotta fel a
kovetkezo formaban (LEONTIEF [1953] 82-88. 0.):

=¥ tAx, tB{x,  -x) ii)

Itt az A matrix a foly6 raforditasok egyiitthatoibol alkotott matrix, B a tokelekotések matrixa, x pedig
a teljes termelések vektora. A zarojelben tehat a termelés kivant novekedése all, s az egyenlet azt
mondja ki, hogy a teljes termelésnek fedeznie kell a végso fogyasztast, a folyo raforditasokat és a
novekedéshez sziikséges beruhazasokat.

Tudjuk, hogy ha a gazdasag produktiv, tehat a folyo raforditasok kisebbek, mint a kibocsatas, akkor A

legnagyobb sajatértéke kisebb 1nél. Ekkor létezik és szigortian pozitiv Q = (1-A)", az ugynevezett
Leontiefinverz. Ha ezzel beszorozzuk az (1) egyenletet, akkor a kovetkezd Osszefiiggést nyerjiik:

x, = Qy, 1 QB X} (2)

Ha tehat adott az y végsd fogyasztas és adott a kapacitasok megkivant ndvekedése, akkor kiszamithato



az ehhez sziikséges teljes termelés. Az persze kiilon vizsgalatot kovetel, hogy az adott évre mar
létrejotteke az ehhez sziikséges kapacitasok. Eppen ez a kérdés vezet a szomszédos évek vizsgalatahoz
¢s az altalanosabb abrazolashoz, amely biztositani kivanja a megfeleld kapacitasokat is a figyelembe
vett évek teljes sorara. Megemlitendd, hogy a (2) egyenletbdl kiszamithato az igynevezett zart
rendszer egyensulyi novekedési liteme és palydja is. Ekkor feltessziik azt, hogy y = 0, azaz nincsen

kiilsd vagyis "végsd" fogyasztas.'

Nem tudunk azonban vélaszolni arra a kérdésre, hogyan befolyésolja az y, értékek valamely adott
(t=k, k+ 1,...) idosora az ehhez rendre sziikséges évenként x teljes termeléseket. Minden 11 év egy U
(1) alaku egyenletet hoz, de semelyiket sem lehet dGnmagaban, a tobbitdl fiiggetleniil megoldani, mivel
mindegyik egyenlet tartalmazza a soron kdvetkezo év x teljes termelési szintjeit is. Nem tudjuk tehat
biztositani azt, hogy a szamitott értékek egy ellentmondasmentes, tehat megvaldsithatd termelési
iddsort adjanak.

Ezt a feladatot oldotta meg Leontief, amikor felirta az (elméletileg mindkét iranyban végtelen)
hipermatrixot,” amely 0sszekoti az egymassal szomszédos éveket:

1-A+B  -B X, | v,
i-A+B  -B 2, =1 ¥ (3}
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E matrix inverzének, az ugynevezett dinamikus inverznek 1étezését és kiszamitasanak modjat az
irodalom behatoan targyalta. Leontief eredeti levezetése bemutatta azt a végtelen hatvanysort, amely
az inverz minden sordban (és oszlopaban) megjelenik. Megemlitette azt is, hogy e hatvanysor
bizonyos esetekben divergalhat, és meghatarozta azt a kritikus pontot, amikor a matrix atljaban 4llo
1-A + B szingularissa valik, és igy lehetetlenné teszi az inverziot.

Az ilyen kétszeresen is végtelen matrixnak a véges formaktol eltérd sajatsagai is vannak. Erre mutat a
kovetkezo két megfontolas. A végtelen hipermatrixnak végtelen hipersajatvektora a csupa

egységmatrixbol allo e=[..., 1, 1,..., 1,...]" 6sszegezd vektor. Ha beszorozzuk a fenti matrixszal, akkor
kiejtve a minden sorban pozitiv és negativ eldjellel 4ll6 B matrixokat, minden elemében csak az 1-A
matrixszal szorzodik. Az 1-A matrix tehat a végtelen matrix egyik hipersajatértéke, habar nem
sajatértéke semmilyen véges szeletének. Ha tehat a végtelen hipermatrixnak van inverze, akkor ennek
is sajatvektora marad a fenti 6sszegez0 vektor. Ez a vektor az inverzben a hipersajatérték reciprokaval,
tehat a Q matrixszal szorzodik. Ezért az inverz minden soranak (és minden oszlopanak) 6sszege Q.

Ez utébbi sajatossagnak egyszerti gazdasagi indoka van. A teljes raforditas mindig pontosan Qszoros.
A hipermatrix a sziikséges raforditasokat csupan elosztja a kiillonbozd évekre, teljes 0sszegét nem
valtoztatja meg. Ezt a matematikai sajatossagot mar Leontief részletesebben bizonyitotta.

A végtelen hipermatrix azonban szingularis, bar minden véges szelete regularis. Hipersajatértékei
kozott ugyanis szerepel a zérusmatrix. A (2) egyenletbdl kiszadmithato a zart rendszer egyensulyi
novekedésének A ratdja. Ennek értéke a QB matrix legnagyobb és mindig pozitiv sajatértékének a
reciproka. Szorozzuk most be rendre a ndvekedése iitem, 1 + 4, egymasra kovetkezd hatvanyaival a
fenti végtelen dsszegezd e hipervektor egyes egységmatrixait. Igy olyan vektorhoz jutunk, amely
ismét hipersajatvektor. De ez a vektor a beszorzas utan minden sorban zérust ad eredményiil, hiszen
éppen ez a hosszl tava egyenstlyi megoldas feltétele, és ebbdl szamitottuk ki Aértékét. A végtelen
hipermatrix tehat szinguléris, mert van z€rus sajatértéke.



A gyakorlati szamitasok, amelyek mindig a végtelen matrix egy véges szeletére vonatkoztak, jol
konvergaltak. PETRI [1972] azt is bebizonyitotta, hogy az iddegység kis modositdsaval minden 1-A +
B alaku matrix esetleges szingularitasa megsziintethetd. E matrix inverze azonban nem biztosan
pozitiv. A negativ elemek felbukkanésa gazdasagilag értelmezhetetlen. Létezésiik azt jelenti, hogy
valamiképpen lehetséges ravaszul kevesebbet termelve mégis tobbet fogyasztani, vagy (megforditva)
kisebb fogyasztas esetleg csak nagyobb termelés aran biztosithato. Mindkét eset ellentmond a jozan
észnek ¢és minden eddigi gazdasagi tapasztalatunknak.

Az a feladatunk hat, hogy kozelebbrdl szemiigyre vegylik ezt a kérdést, és indokokat talaljunk arra, ha
mégis el kell fogadnunk ezt az ellentmondast. Ha pedig oka valamely sajatos koriilmény, akkor
javitanunk kell a szdmitas menetén, hogy ne alljon eld ilyen zavar6 mozzanat.

A csonkitasrol

Mint matematikai problémat elméleti értelemben fel tudjuk fogni, meg tudjuk vizsgalni, sot kezelni is
tudjuk a végtelen matrixokat. A szadmitogép azonban erre kozvetleniil nem képes, mert memoriaja
véges. A tényleges szamitas a végtelen matrixnak mindig csak véges szeletét tudja a gépbe
gyomoszOlni. A sorok és oszlopok végtelen menetét meg kell csonkitani, mind a kezdetén (tehat a
matrix felsod bal sarkdban), mind a végso idopontban (a jobb alsé sarokban). Csak igy faraghatunk ki
invertalhaté négyzetes matrixot. Az adatok tényleges hianya is korlatozhatja a szamitas terjedelmét.
Bar az elméleti helytallosag megkivanna a végtelen jovobe nyulo fogyasztasi idosor megadasat,
mindig csak rovidebb, legfeljebb tiz vagy hiiszéves idosort tudunk 6sszeallitani.

Sok fiigg tehat a csonkitas tényleges kivitelezésétol. Ha az atloban 4116 ismétlodo 1-A + B matrixot
onmagaban invertaljuk, akkor ennek gyakorta lehetnek negativ elemei. Ha most a jobb alsé sarkot is
erre az alakra csonkitjuk:

1-A+B -B
i-A+B -B {4}
I-A+B o}
1-A+B -B
1-A+ B

akkor elkeriilhetetlenek a tovabbi bonyodalmak. Miért? A negativ eldjelli B matrixok, amelyek az
atloval parhuzamos kovetkezo diagonalisban allnak, a kovetkezd év sziikséges raforditasai.
Masképpen nem volna elégséges kapacitas a sziikséges tevékenységek elvégzésére. Ezekkel szemben
allnak a pozitiv elgjelll B matrixok a foatloban. A pozitiv eldjel azt jelenti, hogy ezek az adott évek
kibocsatasai. A kétszeres szerepeltetés elméletileg nem kifogasolhat6. Neumann Janos talélta ki, hogy
igy lehet abrazolni azt az allotokét, amely megmarad a termelési folyamatban, tobb iddszakaszra
terjedo ¢€lettartama alatt. Sraffa és az ugynevezett Economic Activity Analysis miiveldi is kihasznaltak
a matematikai targyalasnak ezt az elméleti lehetdségét a tdke korrekt abrazolasara.

Ez a matematikai leiras a tokét sajatos ikerterméknek tekinti, amely csak abban kiilonbozik az egy¢b
termékektdl, hogy eredeti helyén maradva keriil vissza a termelési folyamatba. Ez esetben, mint egy-

egy év termékét, ssze szabad vonni az adott év folyo raforditasaival, illetve kibocsatasaival.” De
ennek az alapjaban szellemes ¢€s helyes abrazolasmdodnak kdvetkezményei is vannak. Lehetetlenné
teszi, hogy egyegy évet a tobbitdl elszigetelve kezeljlink. Figyelni kell arra, hogy ezeket a mesterséges
"tokefolyamokat", egymastol elszakithatatlan raforditasok €s kibocsatasok formajaban egyiitt tartsuk.
Mesterségesnek neveztiik oket, mert a valdsagban tokeallagok és csak (elképzelt) év végi ki és
ugyanakkor bearamlasuk teszi lehetdvé a sajatos matematikai leirast, azt tehat, hogy raforditasként is
¢s kibocsatasként is megjelenjenek.



A (4) egyenlet az elméletileg végtelen matrix csonkitasakor levagja az utolsé évhez tartozo negativ
eldjeltl B matrixot. Ez a matrix matematikailag mar a kdvetkezd, a szamitasban figyelembe nem vett
¢évhez tartozik. Ezért gy véljiik, hogy lehasithatjuk és figyelmen kiviil hagyhatjuk. Mivel azonban itt
ikertermékekrdl van sz6, a matrixnak mindig egyiitt kellene maradnia ikrével. Ekkor, mint lattuk,
ellentétes eldjeliik révén altalaban kioltjak egymas hatdsat, csupan atmeneti hatast hagyva hatra. A
csonkitds miatt ez most lehetetlenné valt. Ezért van az, hogy az 1-A + B matrix, mivel maga is ilyen
csonkitas eredménye, szinguldrissa valhat, vagy inverzének negativ elemei lehetnek, tehat altalaban
szolva "kellemetleniil" viselkedik.

Az eredeti (1) egyenletben csupan egyetlen B matrix szerepelt, amely a termelési szintek
novekedésével szorzodik. Csak a (3) egyenlet helyettesitette ezt a ndvekedést két egymasra kovetkezo

év teljes termelésével, amelyeket két (esetleg egymastol eltérd, mert idoben is valtozé') B matrixszal
kell megszorozni. A csonkitas folyaman azonban meggyilkoltuk a negativ eldjell ikertestvért, amit a
megmarado pozitiv eldjelt B dragdn megtorol rajtunk. Elrontja (lefelé torzitja) a szamitott teljes
termelési szinteket. Az utolsé évben ugyanis furcsan kirobband latszélagos kibocsatashoz jutunk. Erre
a rendszer, ha normalisan mikodik, semmi esetre sem képes. Ez a kibocsatas, Bx, nem kevesebb, és
nem is mas, mint a gazdasagba befektetett teljes toke 0sszege. Ezt nem tekinthetjiik tiszta
lelkiismerettel az utolsé év végso kibocsatasanak. A szd szoros értelmében persze a rendszer valéban
ezt adja at a kovetkezd éveknek, a gazdasag jovojének. De ez atadas, és nem kibocsatas. Nem egészen
igy gondoltuk a dolgot. Még ha el is dontjiik, hogy a kovetkezd évben abbahagyjuk a termelést (és
altalaban felhagyunk minden gazdasagi tevékenységgel), még akkor sem tudjuk eladni a piacon a
gazdasag egész tokéjét (€s biztosan nem ebben az utols6 évben).

Osszefoglaléan: ha igy csonkitjuk a métrixot, akkor egy olyan kérdésre kapunk vélaszt, ami
Onmagaban ugyan jogosult €s értelmes, de semmiképpen sem azonos az eredetileg feltett kérdéssel.
Eredeti kérdésiink az volt, hogy mi a teljes termelésnek az az iddsora, amely éppen az eldirt évi végsod
fogyasztasokat teszi lehetdové. Magatol értetddonek tekintettiik, azért ki sem mondtuk, hogy a
gazdasagnak mikodnie kell a szdmitas utolsé €éve utani idoszakban is. Semmiképpen sem akartuk a
gazdaséagi rendszert tonkretenni, nem akartuk csddbe kergetni vagy pusztulasig megcsapolni.

E helyett, a megadott csonkitassal, a végsd felszamolasba, teljes megsziinésbe kényszeritett gazdasag
termelésének idosorat szamitjuk ki. Ez a kérdés és a ra kapott valasz egyaltalaban nem olyan abszurd,
mint azt az ¢éles fogalmazas mutatja. SGt: a kérdés elméletileg igen fontos és érdekes. Nalunk
bizonyara nem nélkiiloz némi morbid aktualitast sem. De biztosan nem ez volt az a kérdés, amire
Leontief eredetileg valaszolni akart.

Negyven éven keresztiil megterveztiik a beruhazéasokat. De ha egyszer megtervezziik az 0j kapacitdsok
létrehozasat, akkor nyilvan meg kell tervezni a régi, elhasznalt vagy elavultta lett kapacitasok

felszamolasat is. Ez azonban nem tortént meg.” Ezért szakadt nyakunkba egyszerre a kilencvenes
években a végsokig halogatott, de a piacgazdasag koriilményei kozt tovabb mar nem halaszthat6
feladat. Ezt a feladatot, mint az addigiakat is, politikailag és nem szakmailag kezelték, alighanem a
kelleténél nagyobb veszteséget okozva. Ahogyan a beruhdzasok gazdasagossaganak meglehetdsen
bonyolult, de szakmailag elég jol és részletesen kidolgozott mddszertana van, hasonldan a gazdasagi
tevékenységek beszilintetésének is 1éteznek szabalyai. Mindkettdt jocskan elhanyagoltak nalunk a
gazdasag mindenkori vezetdi.

Itt mégis Leontief eredeti kérdésére keressiik a valaszt. Hogyan modositsuk tehat a csonkitas eljarasat
ugy, hogy a normalis fejlddés menete és ne a csdd menetrendje adodjon a szdmitasokbol? Sokféle
valtozat javasolhato, hiszen a szamitéas befejezte utani évekre kiilonféle feltételeket szabhatunk.
Kikothetnénk példaul, hogy a gazdasag, miutan kielégitette az eldirt feltételeket, induljon tovabb az
egyensulyi novekedés iranyaban. Vizsgalhatnank azt is, hogy milyen specialis ndvekedési tvonal
volna lehetséges €s kivanatos a feladatok teljesitése utan. Mindez azonban tovabbi feltevések
modellezését, esetleg optimalizalasat kivanna meg. Ez persze lehetséges, sot éppen erre ad altalanos
keretet a modell. Mégis itt bonyolitana az alapvetd probléma bemutatasat, €s valamilyen partikularis



megoldashoz vezetne. Ezért a legegyszertibb megoldast fogom bemutatni, mert ez teszi a targyalast,
magyarazatot és a szdmpéldakat a legvilagosabba.

Rendezziik be a szamitas matrixat a kdvetkezoképpen:

l_ l-Aa+83 -B
1-A+8  -R
-A+8  -B (5}
i-A+8 -8B
-4

Egyetlen és latszolag apr6 valtoztatds, hogy a jobb als6 sarokban elhagytuk a pozitiv eldjelt B
matrixot. Mint a matrixalgebrabol tudjuk, ha az eredeti matrix csokkent, akkor az inverze ndvekedni
fog. S valdban az inverz jobb als6 sarkdban az eddig esetleg negativ elemeket is tartalmaz6 matrix
helyett a mindig szigortan pozitiv Q matrix fog allni. Tulajdonképpen, mint mindjart szamszerien is
bemutatjuk, csak ezzel tudunk eleget tenni a Leontief altal elméletileg levezetett torvényszeriségnek,
hogy az inverz minden soranak Q legyen az 6sszege. Ezzel egyben elejét is vettiik annak, hogy a
fogyasztas valamilyen elemének csokkentése megnovelje a termelést. A dinamikus inverzzel vald
szorzas most mar biztosan pozitiv eredményt fog adni.

A tokematrix elhagyasaval viszont nyilvan elhanyagoltuk az utols6 évi beruhazasokat, amelyek persze
csak a kovetkezo években fogjak kifejteni kapacitasbovitd hatasukat. Tehat a javasolt €s bemutatott
modosités elvileg még mindig pontatlan és elégtelen. Az utolso évre "egyszerh Gjratermelést"
feltételezve, elhagytuk a tovabbi ndvekedéshez sziikséges beruhdzasokat.

Mi legyen hat a tovabbi novekedés sziikséges raforditasaival? Javaslatom az, hogy vegyiik oket
figyelembe az utolsé €v végso fogyasztasanak megfeleld novelésével. Ez latszik a legegyszertbb
moddszernek, hogy kikeriiljlink a katyubol. Nem kifogasolhat6 elméletileg sem, mert ez a beruhazas
valdban végsd, kiilsd fogyasztas a szamitasmenet altal feldlelt évek szempontjabol. Az j kapacitasok,
amiket ez a beruhéazas 1étrehoz, mar csak a tovabbi, a szamitdsban nem targyalt éveket szolgalja. A
megoldas egyszer(, rdadasul csak kis valtoztatassal jar. Mégis alapvetden megvaltoztatja a szamitott
adatokat és altalanos trendjiiket, mint ezt a kovetkezd szampéldak mutatjak.

Csod és novekedés

Mar egy dtéves lancolat megmutatja a két csonkitasi eljaras sajatos eltérését. Osszevont, csupan
egyszektoros modellel szamolunk. A szamokat ugy valasztjuk meg hogy lehetdleg kerek szamokat
kapjunk. Ezért A = 0,8, tehat a mikodési tobblet (operative surplus) hliszszazalékos. Az inverz értéke
tehat Q = 5, a végso fogyasztas 0tszordsét kell megtermelni. Tegyliik fel azt is, hogy a tokeigényesség
1,8 évi termelésnek felel meg, azaz B = 1,8. A szdmok nem reélisak, mert igy 11,1 szdzalékos az évi
novekedés. A valasztast csupan a szamitdasmenet attekinthetdsége indokolja.

A csddmatnx &g Lverse
e ey . _
s 1R (0.3 ghan R4S 03645 032805
2 -LR .5 045 0405 {1.3645
2 LE 0y 045 L4
} 1A {i.3 (.43
2 f,5

Az inverz foatljaban mindeniitt az 1-A + B = 2 érték reciproka all. A matrix minden tovabbi eleme,
akar az oszlop, akér a sor irdnyaban haladunk tovabb, elemenként mindig rendre 0,9del szorzodik. Ez



a B/(1-A+B), tehat az 1,8/2 értéknek felel meg, és a ndvekedési litem reciproka. A normalis
novekedés inverze is hasonldan alakul, csupan utolsé oszlopa eltérd. A ndvekedési matrix jobb alséd
sarkaban 2 helyett 0,2 all, ennek reciproka 5. Ez az elobbinek tizszerese, ezért az oszlop minden
tovabbi eleme is az eldbbi tizszerese.

A ndvekedest matrix €% inverze
2 -1B ; (5 4,45 0465 03645 32805
L . 4.5 045 0405 3645
S I 0,5 045 405
2 -18 1.5 4,5
i1,2 5

Latjuk tehat, hogy a javasolt modositas csak az inverz utolsé oszlopat érinti, a két inverz minden
egyeb tekintetben azonos. A modositas nem valtoztatja meg még az utolsé oszlop aranyait €s

szamitasmodjat sem.®

A két inverz hasonldsaga azt a latszatot kelti, hogy a csonkitas taldn még egyszertibben is megoldhato.
Ha csak az utols6 oszlop tér el, akkor mégis egyszeriibb volna a mondjuk a 2000. évig tarté elemzést
2001ig kiszamitani, és aztan elhagyni az utolso évét. Ez a megoldas azonban hasznélhatatlan. Hasonlit
ahhoz a tanacshoz, amely az utolsé vasuti kocsi razkodasat €s lengését lekapcsolasaval kivanja
orvosolni. Akkor megint lesz egy utols6 kocsi, ami megint rdz, tehat azt is le kell kapcsolni, és igy
tovabb, mindaddig, amig a teljes szerelvény el nem fogyott. Az utolso (és megvaltoztatott) oszlop
szamértéke ugyanis mar a szamitas elso évének eredményeit is modositja.

Vilagosan mutatjak ezt az inverzek sordsszegei, amelyek 0t éven keresztiil évente egységnyi végso
fogyasztast biztositanak. A teljes évi termelések értékei ekkor a kovetkezok:

Végsa fogvasztas 1 ] 1 | I
Csdd 2.05 (72 1.3 .95 0,50
Névekedés® 3 3 3 3 5

A cs0dhoz vezetd megoldas tehat mar az elsd évben Iényegesen kisebb teljes termelést kivan. A
kiilonbséget nyilvan a tdke felélése fedezi, s ezutan is egyre rohamosabban fogy a rendszer termelése.
A novekedés (itt csak egyszera Ujratermelés) ttvonalan pedig mindig 6tszoros, tehat pontosan Q-
szoros termelésre van sziikség, mint ezt méar Leontief bizonyitotta. Osszeallithatunk azonban valoban
novekedd idosort is, amely exponencialisan boviild végsd fogyasztast biztosit. A kdzel egyensulyi évi
tizszazalékos ilitem a kovetkezo iddsorokat adja:

Vipst fogyasztis 1 1, 121 1.33 146
Caod 2,45 2 ET L&D E,32 1,73
Médvekedés 6,77 6,97 T.43 1,25 7,32

Egyértelm, hogy a feladat realis megoldasat csak az utolso sor adatai adhatjak meg. A csddmegoldas
azonban igen érdekes elemzési szempontbdl, hiszen itt mindkét utolsé év teljes termelése mar kisebb a
végso fogyasztasnal is. A hatodik évre pedig a gazdasag sz0orostiilbordstiil elfogyott, eltiint. Ezek a
cs0dot jelzo utvonalak kissé hasonlitanak a sokkterapiat szenvedett gazdasagok kezdeti
nyomvonalaira. S nem art itt arra sem figyelmeztetni, hogy minden ttladéztatas és az ezzel jaro
tulelosztas elobbutobb elkeriilhetetlentil ilyen tokefeléld kényszerpalyara hajt minden gazdasagot.



Forduljunk azonban a normalis folyamatok fel¢! Mint a fentiekbdl is lathato, semelyik megoldas sem
elégitheti ki szabatosan a hosszu tavl egyensulyi ndvekedés feltételeit. SOt a rendszer semmilyen
véges szelete (és ennek inverze) sem illeszkedik, és nem is illeszkedhet az igazi egyenstlyhoz. Csak a
végtelen ¢€s igy, szigoruan tekintve, csak kozvetve kezelhetd modell engedi meg a teljes egyensuly
elméletileg szabatos megoldasat, kiszamitasat, a palya meginditasat és kovetését. S még akkor is, ez
csak elméletileg szamitott, tehat adathibakkal terhes, ezért csak kozelitd és meglehetdsen torzitott
képet adhat a valodi egyensulyi fejlodésral.

Az igazi kérdés ilyen koriilmények ko6zott inkabb az, hogyan képes valamely adott és val6sagos
gazdasagi rendszer egyaltalan az egyensuly kozelében maradni, ha ezt az egyensulyt sohasem tudjuk
sem kozvetlenilil megfigyelni, sem megvalodsitani, sem pedig pontosabban kiszamitani. Mégis azt
tapasztaljuk, hogy a fejlett gazdasdgok mindig csak néhany szazalékkal térnek el kozelitdleg
kiszamithato és gyakran ki is szamitott egyensulyi palydjuktol. Ha pedig egy rendetlen, valsagos és
kiegyensulyozatlan gazdasagot vizsgalunk, még akkor sem nagyobb a mennyiségek relativ eltérése,
mint hiiszharminc szdzalék, s ennél nagyobb eltdvolodast csak egyes arak, bérek vagy fizetések
esetében tapasztalhatunk, s akkor sem gyakran. S még mindezek a gazdasagilag mar igen
kartékonynak bizonyulo erdteljes eltérések is beleférnek a matematikai gondolkodas és elmélet
szamdra az egyensuly kozelében lefolyo kis perturbaciok gondolatkorébe.

Ciklusok

Belatva a gazdasag bizonytalan voltat, ahol megvaldosult harmodniat, a részek szabatos egyensulyat
hiaba is keresnénk, vizsgaljuk meg, hogyan képes a gazdasag mégis megbirk6zni az allanddan
felmeriilo kisebbnagyobb eltérésekkel. A vizsgalat targya tehat most az, hogy ha az elobbiekben
targyalt egyenletek a gyakorlatban nem teljestilnek, azaz egyenlotlenségekké véalnak, akkor az
eltérések hogyan fogjak meghatarozni a rendszer tényleges palydjat. Kisérletet tesziink a gazdasag
valosadgos mozgasanak felrajzolasara, nem elégedve meg elméleti egyensulyi allapotok
egymasutanjaval.

GOODWIN [1952] szellemes ¢és egyszerti modellt alkotott az egyenldtlenség hataséara kialakuld
gazdasagi reakciok leirasara. Gondolata a késdbbiekben is rendkiviil termékenynek bizonyult, és a
gazdasagi rendszerek lehetséges mozgasformait vizsgald matematikai elmélet egyik alappillére. A
szabalyozas hataslancolatanak kialakuldsat, mint 0 is tette, az egyszer Gjratermelés modelljén lehet a
legvilagosabban bemutatni. Induljunk ki tehat a Leontief féle modell zart és statikus valtozatabol! Ez
az 6nmagat minden évben eredeti formajaban helyreallitdo gazdasag leirdsa. Egyenletei szimplak. A
tokeallag valtozatlan. Ezért csupédn az éves folyo raforditdsok A matrixara van sziikség. A rendszer
teljes egyensulyat két, egymassal dualis kapcsolatban 1évo egyenlet fogalmazza meg:

x=Ax és p'=p'A. {6}

Itt p" az egyensulyi arak sorvektora. A képletek burkoltan kimondjak az egyenstly fennallasanak egy
harmadik feltételét is: a ndvekedési rata, 4 értéke zérus. Ez a rata csak akkor lehet zérus, ha az 1-A
matrix szinguldris. Masképpen kifejezve: A legnagyobb sajatértéke egységnyi. Az egyensulyi arak és
mennyiségek pedig A bal és jobb oldali sajatvektorai.

Mi torténik most, ha a termelés, x, nem egyenld az ehhez sziikséges Ax felhasznalassal? Es mi a
kovetkezménye annak, ha az arak kisebbek vagy nagyobbak a koltségeknél? Goodwin a klasszikusok
ismert tételeihez fordul, Adam Smith megallapitasait irja fel legegyszeribb matematikai alakjukban: a
tulkereslet &remelkedéshez vezet; a magas ar 6sztdnzi a termelést. Az ennek megfeleld két
differencidlegyenlet (az idd szerinti derivalast a valtozo pontozasaval jelezve):

BiA-EN s RT=plb-A) )



A két egyenletet 0sszeflizve a masodfoku differencialegyenlethez® jutunk, akar az arak, akar a
mennyiségek mozgésat fejezziik ki. Vezessiik be az 1-A = C jelolést hogy a végsd matrix szerkezete
vilagosan kitlinjon. Kiindulva a termelés masodik derivaltjabol,

frhatjuk tehat, hogy

$+C0x =10, {8}

Az dnmaga transzponaltjaval szorzott C matrix ugynevezett Gramféle szimmetrikus forma. Az ilyen
matrixnak minden sajatértéke valos. A matrix ezenkiviil szemidefinit, azaz csak zérus €s pozitiv
sajatértékei lehetnek. Van vagy lehet tehat egy egyensulyi x vektor, amely a zérus sajatértékhez
tartozik, 6sszes derivaltja zérus. Ez a vektor egy konstans értékii nyomvonalat ir le.

A (8) egyenletnek ezenkiviil csupan kiilonbozd frekvencidkkal rezgd, tehat ciklikus megoldasai
léteznek. Negativ szambol vont négyzetgyodk tisztan képzetes szamhoz vezet. Az igy nyert ¢ alaka

megoldasok (ahol ©* a fenti Grammatrix valamely pozitiv sajatértéke) egyegy lehetséges gazdasagi
ciklust irnak le. A ciklus hosszat a T=2 17/ képletbdl szamitjuk.

Goodwin klasszikus logikaval felallitott egyenletrendszere jol magyardzza a ciklusok létrejottének
okat ¢és elkeriilhetetlenségét. Kevésbé meggydz0 azonban a kapott szamszerti eredmények
tekintetében. A fenti Gramféle matrix valamennyi zérustdl kiillonb6zo sajatértéke ugyanis kozel
egységnyi, mert az A matrix masodik és tovabbi sajatértékei igen kicsinyek. Ezért aztdn a Gramféle
matrix sajatértékeinek négyzetgyokei is kozel lesznek lhez. A kapott ciklusok hossza igy zomében 6
¢év koriili, s ez a hossz nem felel meg a tapasztalatoknak. Az irodalombdl foként a készletek
mozgasanak 4-5 éves ciklusait, a 10-12 éves beruhazasi ciklusokat, a 20-25 éves hosszu vagy
generaciods ciklusokat €s a 45-60 éves Kondratyevhulldmokat ismerjiik. Ezeknek pedig egyike sem
jelent meg Goodwin modelljében.

Egy husz évvel késdbbi dolgozatban (BRODY [1972]) ezért megkiséreltem Goodwin elmélete alapjan
a zart dinamikus modell, tehat a C =1-A + AB matrix adta ciklushosszakat kiszdmitani. A kapott
frekvencidk mar valamivel redlisabbnak mutatkoztak. A vizsgalt hétszektoros modellt ezért illeszteni
lehetett az Egyesiilt Allamok 1958-1968. évi iddsoraihoz is. Jelentkezett benne az ismert beruhazasi
ciklus is, de a szdmitott nyomvonal még mindig til simanak és "szépnek" bizonyult. Semmiképpen
sem hasonlitott a tényleges gazdasagi rendszer tényleges adatainak képéhez. Tulsagosan is egyszeri
volt az elméleti palya, hianyzott beldle a gazdasagstatisztikai adatsorok ismeretlen véletlen vagy
kaotikus jellegl bizonytalansaga, fluktudcioja.

A végtelen dinamikus matrix ismeretében most kisérletet lehet tenni a gazdaségi ciklusok teljes
spektrumanak vizsgalatara. A gazdasagi rendszert tehat végtelennek tekintjiik, persze csak abban az
értelemben, hogy nem korlatozzuk a gazdasagi tevékenység idobeli lefolyasat. Azaz nem végtelen
szamu terméket tételeziink fel, sot ismét csak az egyetlen szektorra dsszevont gazdasagot tekintjiik.
Ebben a (talan tulzott) egyszerisitésben arra a megfigyelésre tamaszkodom, hogy egy nagy nem
negativ matrixnak csak sok kicsi €s zérushoz kozelallo sajatértéke van a legnagyobb és dominans
sajatértéken kiviil. Ugy latom, hogy ezeknek a kis, valtozo és csak pontatlanul megallapithato
sajatértékeknek nincsen és elméletileg nem is lehet fontos szerepiik a tapasztalhato ciklusok
kialakitasaban. Ez a sajatossag mar az eredeti Goodwinmodell szdmszer(i eredményeibdl is kitnik.

Most azonban az eldbbinél megbizhatobb és elfogadhatobb szamértékeket kell valasztanunk a modell
felallitasahoz. A profitrés (miikodési tobblet, operative surplus, tehat a teljes gazdasagi forgalom

egységére jutd nyereség vagy tiszta jovedelem) a mai fejlett gazdasagokban atlagosan tiz szazalék.” Ez



persze nem szilard arany, mert koriilbeliil pluszminusz harminc szazalékos relativ ingadozast
tapasztalhat6 a sz€Isd 0,7 és 0,13 értékek kozt. Az atlaggal fogunk szamolni, hiszen itt elsdsorban csak
a nagysagrendek megallapitasa a célunk €s az, hogy a ciklusok lehetséges eloszlasara vonatkozo
tampontokat kapjunk.

A kiindulo6 adatok szokasos eltérésének €s bizonytalansaganak hatdsat majd a szamités elvégzése utan
vessziik figyelembe. Az 6sszevont folyo raforditasi matrixot tehat az ennek megfeleld skalarral
vessziik szamitasba. Ezért A = 0,9 és C = 1-A = 0,1 értékl. A tokeigényesség, B, tehat a toke/termelés
hanyados mintegy haromévi jovedelem lekotését jelzi, azaz B = 3. Ennek relativ ingadozésa is hasonld
az elobbi értékhez. E két érték 3,3 szdzalékos egyensulyi novekedési ratat eredményez, és ez elég
kozeli a korunkban tapasztalt tényleges hosszu tavu, szekularis ndvekedési ratakhoz. A kiinduld

adatok nagysagrendjei ezért legjobb tudomasom szerint realisaknak tekinthetok."

Ha felirjuk a kétszeresen végtelen Leontiefmatrixot, akkor ezeknek az adatoknak az alapjan a (4)
egyenletnek megfelelden az alabbi matrix adodik:

p -3 (9

A matrixnak csak kétfajta eleme van. A f64tl6 minden eleme valtozatlanul C + B = 3,1, s a kovetkezd
diagonalisban mindig -B = -3 4ll. Ha a matrixot sajat transzponaltjaval megszorozzuk, hogy eljussunk
a megfeleld Gramféle matrixhoz, akkor is csak két elemet kell meghatarozni. Minden foatloban allo
elem 2(B* + CB) + C* = 18,61. Mellette mind az also, mind a felsd diagonalisban egyarant -(B*> + CB)
=-9,3 all. A keresett Gramféle matrix értékei ezért az alabbiak lesznek:

9.3
fRel —93
~9.3 861 93 {11
-3 1866
-3

A matrix legkisebb sajatértékét megbecsiilhetjiik az 6sszegezd [...1, 1,..., 1,...] vektorral szorozva. Ez
minden esetben a 0,01 értékhez vezet, ami a 0,1 frekvenciat, tehat 277/ 0,1 & 63 év koriili
ciklushosszat ad. Hasonlit a Kondratyev altal felfedezett ciklushoz. Sajatos tulajdonsaga van. Eddig
ugy véltiik, hogy csak az egyensulyi vektor elemei lehetnek mind pozitivak. Most azt latjuk, hogy egy
ciklikus mozgast kivalto vektor is allhat csupa pozitiv elembdl. Ez azt jelenti, hogy itt olyan ciklussal
van dolgunk, amely egyontetiien, minden elemében szimultdin modon (tehat faziseltolddas nélkiil)
folyik le. A tobbi ciklus nem ilyen és nem is lehet ilyen, mert a hozza tartozo sajatvektor valtozo
elojeld.

Ha most ilyen valtozo eldjelt egységekbdl allo vektorral szorzunk, akkor az elérhetd legnagyobb
sajatérték (az elemek abszolut értékének osszege) 37,21. Ennek négyzetgydke, 6,1, a frekvencia. Az
ebbdl eredd ciklus hossza 271/ 6,1, ami csak kevéssel haladja meg az egy évet. De biztosan vannak
még mas frekvencidk is. A lehetséges ciklusok pontosabb ¢€s részletesebb leirasahoz csak ugy
juthatunk, ha megtalaljuk a matrix szabatos spektralis felbontdsat.

Szerencsékre olyan matrixszal van dolgunk, amelyet a matematika mar sokkal a szamitogépek
megjelenése eldtt nemcsak részletesen targyalt, de numerikusan is elemzett. Ez a sajatos alakd matrix



a geodéziai munkaban meriilt fel. Nem mas, mint a haromszogelési mérések kiértékelésének alapjat
ado lanc (chain) matrix. Ez, mint latjuk, tridiagonalis matrix, inverzét és sajatértékeit tetszolegesen

hosszl lanc esetében rég tablazatokba foglaltak." BODEWIG [1959] (421. o.) pontos képletet k6zol
az altalanos lancmatrix sajatértékeire is. Legyen a G_Gramféle matrix olyan lanc, amelynek n tagja

van, fo4tlgjanak minden eleme 2, mellékdiagonalisaiban pedig -1 all. Akkor e matrix n darab
egymastol szigoruan kiilonbozd sajatértéke Bodewig alapjan:

y=dsiiamA2n 4 2y, ahol m=132, .

A lehetséges frekvencidk értéke ebbol gyokvonassal megallapithatd. A frekvenciak spektruma 2sin(0)
= 0 és 2sin(##/2) = 2 intervallumban van. Ha a matrix altal abrazolt évek szama, n, minden hataron tul
novekszik, akkor a legkisebb frekvencia zérushoz tart, mig a legnagyobbak lathatéan 2 alatt
sturiusodnek, s azt hatarértékben el is érik. A fentebbiekben szamszertien felallitott és kiszamitott lanc
pediga 9,3 G,, + 0,01 E matrix, ahol most E jeldli az, egységmatrixot.

Mindennek kovetkeztében a csonkitatlan és végtelen dinamikus Leontiefrendszerbdl képzett
tridiagonalis Grammatrix, tehat a végtelen gazdasagi rendszer matrixanak « frekvenciai (az
egyensulyi zérus értéken kiviil) a mar egyszeriibb megfontolasok révén is kimondott

0.0 =01 sw< 3721 =6,

intervallumban talalhatok. A gazdasagi ciklusok hossza ezek szerint nyersen 1 €s 63 év kozt adodhat,
mégpedig (s ennyivel tudunk most tobbet Bodewig képlete alapjan) rendkiviil sok (tulajdonképpen
"végtelen szamu"), 1 év koriili, de egymastol szigorian eltérd hosszal bird ciklust fogunk talalni. Mint
latni fogjuk, ebbdl adodik a gazdasagstatisztikai nyomvonalak sajatos, latszolag elorejelezhetetlen
fluktuacidja, "flrészfogazottsaga".

Bizhatunke a kiszdmitott nagysagok rendjében? Mivel a frekvencidt a C és a 2B + C matrixok értékei
hatéaroljak be, ezért a ciklushosszak lehetséges valtozasa sem nagyobb a szamitasok elején targyalt
lehetséges eltéréseknél. Tehat a hosszu ciklus lehet mintegy 20 évvel rovidebb is (kevésbé valoszint,
hogy hosszabbnak adodjon), €s biztosan csak egy van beldle. A rovid ciklusok lehetnek akar 10
honaposak vagy masfél évesek is, de biztosan rendkiviil sok kdzel egyforma van beldliik. S e két
sz¢lsoség kozt talalhato a szakirodalomban targyalt ciklusok egész valasztéka. Meglepetésiinkre itt is

mindentitt sok, egymastol csak kevéssé eltérd hosszal bird ciklus bukkan fel.”* Ezért oly nehéz hat a
tetdzés ¢és a valsag mély fordulopontjainak szabatos megallapitasa és eldrejelzése.

Rovidebb ciklus a fenti modell alapjan nem adodik. Vizsgaljuk meg Gjra, nem adédhate hosszabb
ciklus. Mar emlitettiik az egyensulyi ndvekedés vektorahoz tartozé zérus sajatértéket és frekvenciat.
Ez a zérus érték végtelen ciklushossznak felel meg, €s csak a végtelen lancmatrixban fordulhat elo,
mint arra Bodewig képlete alapjan kovetkeztethetiink.

A ndvekedésnek a (9) matrixbol felirhaté 3,1-3X = 0 egyenlete szerint a ndvekedési litem L= 1 + A=
3,1/3 =1,033. Ehhez hasonloan azonban a (10) matrix alapjan mar a masodfokt

-8 3gt + 15, Glg-0.3 =1}

egyenletet fogalmazhatjuk meg. E méasodfoku egyenletnek két megoldasa van, és az ezeknek
megfeleld két ndvekedési litem végtelen hatvanysoranak vektordval beszorozva a matrixot, mindkét
esetben zérus lesz a kapott eredmény, tehat a sajatérték. A fenti egyenletnek azonban nemcsak az



elobbi 1,033, hanem 0,976 is megoldasa. Tehat nemcsak a 3,33 szazalékos ndvekedés, hanem az
ugyanilyen rata szerinti csokkenés is megoldas. Marpedig csokkend termelés nem oldja meg a
gazdasagi novekedés (1) egyenletét, amelybdl kiindultunk. Latszolag ellentmondésra bukkantunk,
mert a piaci mozgas nemcsak egyensulyi novekedést, hanem (ugyanazon adatokbdl kiindulva) hasonlo
rataju és szintén egyensulyi csokkenést is lehetdvé tesz. Mi a nyitja e furcsa 0j megoldasnak, amely -
kimondatlanul - ott lappang mar Smith és Ricardo téziseiben?

Ha a termelés egyenstlyi és egyensulyi iitemben is novekszik, akkor az &r nem valtozik, hiszen
minden piac egyensulyban van. Ha az ar is eleve egyenstlyban volt, akkor a termelés valoban tovabb
novekedhet a régi litemben. Az ehhez sziikséges beruhdzasokra a kialakult profitrara szerinti nyereség
kelld fedezetet nytjt. Ez a klasszikus teljes egyensuly ismert és elfogadott képe. A leiras azonban
burkoltan tartalmaz egy ettol eltérd lehetdséget is.

Tegyiik fel, hogy a termelés aranyai egyensulyban vannak, de nem ndvekednek, hanem éppenséggel
csokkennek. Akkor egyenletes tulkinalat alakul ki minden piacon, s emiatt az drak csokkenni fognak,
elvileg anélkiil, hogy egyébként aranyaikbdl kimozdulnanak. S éppen ez az arcsdkkenés lehet az oka a
termelés altalanos csokkenésének, mivel az eladott termelés befolyo, de csokkent ellenértékébdl mar
nem lehet a termelést a régi szinten folytatni. S ebben az esetben ez az Gnmagéban zart és logikus
jelenségkomplexum éppen ugy képes onmaga megordkitésére, mint az egyensulyi litemben torténd
novekedés.

Az ilyenfajta jelenség az egyszeru Gjratermelés esetében nem kdvetkezhet be, pontosabban szolva, az
mindig stagnal, minthogy ndvekedési rataja zérus. Ezért e rata negativja is zérus, és nem is

beszélhetiink a negativ iitemre valo atvaltas lehetoségérol. A novekedés koriilményei kdzt azonban az
ilyen hibas kor elméletileg 1étrejohet, s mint tudjuk, ami elromolhat, az idonként el is szokott romlani.

S most egy logikailag talan talsagosan is merész, mert egyeldre nem teljesen alatdmasztott
kovetkeztetés adodik. Ha a termelés egyensulyi valtozasa lehet plusz vagy minusz haromszéazalékos,
mikdzben az arak vagy valtozatlanok, vagy harom szazalékkal csokkennek, akkor talan kialakulhat
egy mintegy 0,03 X 0,03 = 0,0009 frekvencianégyzeti ciklus is. A frekvencia ekkor 0,03, és ez a 271/
0,3 képlet alapjan mintegy kétszaz év tartamu ciklushoz vezet. Inkébb a lehetdséget és nem a
bizonyossagot fogalmaznam meg: a 200 éves gazdasagi ciklus 1étezését nem tudom ndvekedés és
cikluselméleti megfontolasok alapjan kizarni. Ezt latszik alatamasztani a fentiek alapjan
megszerkesztett és az alabbiakban bemutatott szimulacio is.

Illusztracio és diszkusszio

Mint emlitettiik, a szamitogép csak véges matrixszokkal tud dolgozni, bar mostanara elég nagyokkal.
Kiszamitottam egy 100 X 100as Gramféle lancmatrix dsszes sajatértékét. A matrix a fenti (10) matrix
adatai alapjan késziilt, de - véges 1évén - az (5) eldiras alapjan csonkitottam, tehat jobb alsé sarkdban
nem a 18,61 érték, hanem csak 9,01 szerepel [mivel a (9) matrix also sarkdban nem 3,1, hanem a
csonkitas miatt csak 0,1 all]. A kapott ciklushosszak tablazata, években kifejezve:



511300 33289 7019 PEEL 1,0830
45,2000 31761 7151 2589 1.0777
0270 30378 E.6802 P A433 1.0726
2n6340 2RI o471 £.2323 1.0679
P5.8650 27956 [.6156 21499 10634
F2.8470 26898 §,5837 £, 2080 1,0593
FOLTRED 2 EMT {5573 i, 066 {,0554

G280 25043 i,5302 P EBSR {0519
1487 24177 1,545 10754 1,0486
126054 23400 1,479% 1L, EG35 1,0456
6.3448 22676 1.4565 i.b560 1,0429
19643 22002 1.4341 11470 1.0404
547064 2 E3T1 1,4128 11383 1.6382
50632 2078 1,3925 1B 16363
4,708 20227 1,3736 {,1223 16346
4,408 19706 1,3544 {1149 1.0332
4,1332 197 1,3367 1, M8 1,031
1E9eE 1 ETS 1,397 1, HME 10312
1860 1 E320 1,135 1.5947 1,0305
ARG 17008 128779 1 OHET 1.0302

Szerepel benne egy 251 éves ciklus és egy Kondratyevszerti hulldm, amelynek hossza itt (a csonkitas

kovetkeztében) csak 45 éves.” Van négy kissé eltérd, de 4 évre kerekithetd és haromfajta 5 évre
kerekithetd ciklushossz. Otven kiilonb6zd rovid ciklus hossza pedig 1,5 év alatt marad. A spektrum
mindenesetre igen sajatos alaku, rendkiviil furcsa tulajdonsagokkal bird trajektoriat hoz 1étre.

Nem tudjuk persze, hogy egy adott kezdeti allapot milyen erdovel penditi meg a lehetséges frekvenciak
szerinti rezgéseket. Ezért a szimulacio egyforma és egységnyi koefficiensekkel szamolt, a kovetkezd
képlet alapjan:

i
v = fﬁin{m_r.ky k=1.2,...,100, (11)

ful

Mint latjuk, szigortian periodikus fiiggvénnyel van dolgunk, amelynek ezért nincs trendje, azaz
stacionarius. Csakhogy a ciklusok hossza nem feltétlen raciondlis szam, ezért az ismétlddés legkisebb
koz0s tobbszorosét nem tudtam kiszamitani. Ha azonban csak kozelitd ismétlodést irunk eld, mondjuk
2 tizedes pontossaggal (hogy a szabad szemmel lathat6 kép kozel azonosan térjen vissza), akkor is a
fenti ciklushosszak alapjan 10*' évig kell varni, hogy az alabbi trajektoria megismétlddhessen. A vilag
kezdete, az dsrobbanas 6ta azonban még csak 10% év telt el. Ennek kovetkeztében meglehetdsen
egyéni lefutast varhatunk, s valdban azt is kapunk.

Az elso szaz év alakulasat az /. abra mutatja.
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A szimultan, faziskésés nélkiili inditas €s a sok egy év koriili periddushossz egyetlen sima és 40 évnél
valamivel révidebb ciklust hoz 1étre az elsd "félévszazadban". A hatvanadik éven taljutva, a
trajektoria jellege hirtelen megtorik, és kaotikusnak tind ingadozés 1¢ép fel. Az ingadozasban sok a
haroméves ciklus (ez ismert jelenség a kdosz matematikai irodalmaban). A mozgas mégsem kaotikus,
mert linedris differencidlegyenletbdl szarmazoé egyszerl ciklusok kompozicidja. Csupan az okozza a
kaosz latszatat, hogy igen sok ciklus keveredik, raadasul e ciklusok tobbsége kozel egyéves
iddtartamu. A kaotikus viselkedés a rovid hullamok folyton valtozo interferenciajabol ered.
Sztochasztikus folyamatnak sem tekinthetd, bar arra is hasonlit. A folyamat szigortan
determinisztikus. Megjegyzendd azonban, hogy az ismert valdszinGiségi eloszlasokat is szigoruan
determinisztikus modon irja le a valdszinliségszamitds, sdt a szamitogép is szigortian determinisztikus
modon hozza Iétre a véletlen szamokat, ha ezt irjuk eld szamara.

Nincs tehat igazan segitségiinkre ez a tudas. Még ha tudjuk is a 100 évet feloleld trajektoriardl, hogy
az a latszat ellenére egyszerl szinuszhullamok egyvelege, akkor is legalabb 300 év megbizhat6
adatara volna sziikség ahhoz, hogy kovetkeztetni tudjunk a 100 frekvencia, 100 faziskésés és 100
amplitido nagysagara. Azt pedig, hogy 100 vagy 101, esetleg csak 99 frekvencia (vagy éppenséggel
2000 vagy még tobb) ismeretlen ciklus szerepele a valosagos gazdasag valdsagos adatsoraban, azt
nem tudhatjuk és még nagysagrendileg is lehetetlen megbecsiilni. Csupén a spektrum eloszlasanak
formajara ad felvilagositast Bodewig idézett képlete.

Mindezért némi onkritikaval tartozom a Szemle olvaséinak, akiknek harom évvel ezeldtt (BRODY
[1992]) bemutattam eldrejelzésemet, amely a magyar gazdasag torténeti idosoranak cikluselemzésén
alapult. A jovendolés eddig bevalt, talan csak a vart fellendiilés indult meg néhany honappal korabban
¢s bizonyul most erdtlenebbnek a reméltnél. Ezt most mégis hajlamos vagyok némi halyogkovacsi
szerencsének is betudni.

Nem a ciklusok I1étezésében kezdtem kételkedni, mégcsak nem is abban, hogy gondos statisztikai
munkaval ne lehetne elvalasztani a nagyobb erdvel jelentkezd ciklusokat az elhanyagolhatoaktol.
Mégis, szembesiilve a lehetséges ciklusok rendkiviil nagy szaméaval, csokkent a bizalmam a
tekintetben, hogy a ciklus fordulépontjait a ma ismeretes eljardsokkal pontosan meghatarozhassuk.
Egy adott ciklus amplituddjanak és fazisanak meghatdrozasa nem boszorkanysag. Ha azonban
felmeriil a gyant, hogy tobb, egymashoz nagyon hasonlo, de iddtartama és ereje tekintetében mégis
kissé eltérd ciklus egylittes hatasat kell felmérni, akkor a ma hasznalatos modszereket alaposan tjra
kell gondolni.

A szemléltetd, mintegy képi tajékoztatas érdekében kiszamitottam (szimuladltam) a fenti iddsor
késdbbi menetére, mégpedig a k£ = 1900-2000 "évekre" kumulalt GDP értékeit is. (Itt tehat az egyes
évekre kapott €s zérus varhato értéki iddsort évi ndvekedési ratanak tekintettem - lasd a 2. abrat).



Mégis, mintha az elsd vildghaborua, a harmincas évek valsaga, a masodik vilaghaboruba vezetd
fellendiilés, a hatvanas évek viszonylag ciklusmentes novekedése, de még a nyolcvanas évek
recesszidja is belelathato volna a grafikonba. Ez teljesen véletlen, hiszen a gorbe menete semmilyen
tényleges gazdasag képét nem tiikrozi. Csupan az atlagos gazdasagok erre az idoszakra megallapithato
két realis makroadata, a megtakaritési rata és a tokeigényesség kelti mindazt a valtozatos rezgést,
beleértve a hosszabb ciklusokat eltakaro6 sok kis ingadozast, amit az 2. dbrdn lathatunk.
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Megkiséreltem e mesterséges adatokhoz egy trendbdl, valamint 4, 12 és 42 éves ciklusokbdl allo
1dosort illeszteni az elsd 6tven évre. Ez szorosan simul és elfogadhatdan leirja az adatok menetét.
Aztan megkiséreltem ennek alapjan "eldrejelezni" a masodik 6tven évet. Itt az elsd tiz évben roppant
nagy az eltérés. Bar jelzi az 1956ra bekovetkezd visszaesést, de mértékét aldbecsiili. Hasonloan
alabecsiili az erre kovetkezo fellendiilést is. Végezetiil azonban (6h, csodak csoddja) 1980t6l az
"ezredvégig" megint szépen illeszkedik a tényleges, azaz mesterségesen megszerkesztett adatokhoz.

A tanulsag tehat egyeldre csak annyi, hogy a 100 ciklusbol vett kis mintadval mégis a vartnal jobban
meg lehet kozeliteni egy adott gazdasagi rendszer nyomvonalat. Mar harom ciklus is viszonylag
szorosan leirja a bonyolult menetet, s az illeszkedést megjavitani is lehetne a kozelitd ciklusok
hosszanak optimalis megvalasztdsaval. A pontos és megbizhato leiréds és elorejelzés modszertana
azonban mégis matematikai feliilvizsgalatra szorul. E feliilvizsgalat 1ényege az, hogy nem néhany
(csekély szamu) "legfontosabb" ciklus megallapitasara kell torekedni, hanem a csak eloszlasaban
ismert, de ismeretlen szamu ciklus altal 1étrehozott nyomvonalat kell a lehetd legegyszertbb
eszkozokkel megkozeliteni.

Ami pompasan sikertilt, az a trend megkdzelitése volt. Ebben csak az a hiba, hogy - mint méar
emlitettem - az adatsor stacionarius, tehat nincs és nem is lehet trendje. Ha atmenetileg 1étrejon ennek
latszata (a 251 éves ciklus éppen felfelé mend agaban), akkor ennek 125 iddegység mulva megjon a
bojtje. Esetiinkben a nyolcadik 251 éves szinuszhullam éppen k& = 2004ben indul. Tehat eldtte és utana
63-63 ¢évig novekeddben van... Ennek pontosan eleget tesz a GDP abrazolt menete, amely lathatéan a
harmincas évek tajan kezd fellendiilni. Az addigi trend ugyanis csokkenést mutat.

Ennek tanulsagat a fentinél hatarozatlanabbul tudom csak levonni. Talan gylimolcs6zd lehet, ha a
gazdasagi trendet is valamiféle hosszu ciklusnak fogjuk fel. Ez ellen sz6l, hogy akkor az eldrejelzés
fiigg e ciklus feltételezett hosszatol. Mint lattuk, éppen ez az az érték, amit elméletileg és
gyakorlatilag egyarant a legnehezebb megallapitani. Mindenképpen helyes volna azonban
elgondolkodni azon, hogy a hagyomanyos felfogas, amely trendre, ciklusra és véletlen hatasra bontja a



gazdasagi iddsorok elemzését, nem szorule némi modositasra a hatékonyabb elorejelzések érdekében.
A "véletlent" a sok rovid periodus megmagyarazza. Itt médositast csak a valoszinliségi valtozo
eloszlasara vonatkozo feltételezések jelenthetnek, amelyeket a sajatértékek eloszlasabol kell levezetni.
A trendnek egy nagyon hosszu ciklussal valo helyettesitése (e hossz haladja meg a vizsgalt iddszak
mintegy huiszszorosat) szintén nem jelenthet Iényeges valtozast numerikus szempontb6l. De taldn
éppen a mozgas magyardzatanak egyontetisége adhat némi 0j kapaszkodot azzal, hogy a gazdasagi
novekedést kvazistacionarius folyamatnak tekinti, a megfeleld megszoritasokkal.

Az elemzés ¢€s elorejelzés matematikai modszereinek tovabbi javitasara vonatkozo javaslat, a
javaslatok természetének megfelelden, puhatoldzo és bizonytalan. Hatdrozottan ki kell mondani
azonban egy, a kutatdsbol adddo, fontosnak €s kdzpontinak tartott elméleti kdvetkeztetést.

Mindeddig szinte kibékithetetlen ellentétet, szoges ellentmondast véltiink vagy konstrualtunk a
gazdasag viselkedésére vonatkozo ismert elméletek kozt. Smith és Ricardo sima ndvekedést latott ott,
ahol Sismondi és Marx a valsagokat hangsulyozta, Slutzky és az 6konometria pedig a véletlen
megrazkddtatasok hatasara kialakul6d sztochasztikus és kaotikus jelenségeket. Ez az alapvetd latasmod

crer

vitamodszereit, valamint gyakorlati javaslatait is.

A hérom jellegzetesen eltérd felfogés az idok folyaman szinte misztikus ideologiai hadrendekké,
politikai partok és programok kristalyosodasi pontjava mereviilt. A liberalizmus védszentje Smith, a
szocializmusé Marx, mig a szakszerlis€g az adatok ¢s a matematika racionalitdsa mogé sancolja
magat. Itt azonban bebizonyosult, hogy a valésadg mindhdrom arca egyazon egyszert
Osszefiiggésrendszer mikodésének eredménye. A fenti modellnek mind a hdrom mozgéasforma a
sajatja, mindharmat jol leirja és dbrazolja. Logikailag ellentmonddsmentes és egyonteta felfogésra
épiil, s ez a felfogas egyik iskola alapvetd szemléletével és téziseivel sincs ellentétben. Raadasul a
modell elemi eszkdzokkel dolgozik és egy igen szimpla linearis differencialegyenletre épiil.

A modellben, mint a gazdasagi valdsagban is, a haromfajta lehetséges mozgas eredeti természetes
egységeben ¢€s Osszefiiggésében nyilvanul meg. Az egyes mozgasformaknak megfeleld harom
szemlélet ezért valgjaban nem is lehet ellentétes, hiszen csupén a valdésag harom kiilonb6zd, de
egyiittesen 1étez0 és egyforman Iényeges vonasat ragadja meg.

E kovetkeztetés kimondasat és félreérthetetlen megfogalmazasat latom a kutatés, sot egész eddigi
munkam legfobb eredményének.
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" Koszonetemet fejezem ki az OTKA T13795 szamu tamogatasanak, valamint az intézet matematikai
szeminariumanak. A kutatas elsd 0sszefoglalasa, részletes matematikai fiiggelékkel felszerelve, E.
Dietzenbacher szerkesztésében, az Economic Systems Research 1995. évi 3. szamaban jelenik meg. A
magyar valtozat foként az értelmezést és nagysagrendi targyalast szolgélja.

' Pontosabban szolva ilyenkor ez a végsod fogyasztas is a rendszer belsd felhasznalasa. Kibovitjikk az A
matrixot a végsd felhasznalok (altalaban a haztartasok, allam, kiilkereskedelem stb.) szektoraival.

> Hipermatrixnak nevezziik az olyan matrixot, amelynek elemei maguk is matrixok. Hasonl6an
definialhatjuk a hipermatrix hipersajatvektorat is. Ez tehat egy matrixokbdl all6 vektor lesz. A
hipersajatérték ilyenkor nem skalaris mennyiség, hanem maga is matrix, €s a sajatérték reciprokat a
matrix invertaldsaval szamithatjuk ki.

* Ezzel megoldhato az ugynevezett dimenzids ellentét. E szerint tokét (stock) és aramlatot (flow) nem
szabad kozvetleniil 6sszegezni, mert nem azonos a mértékegységiik.

* Leontief eredeti modellje a technikai valtozasat is leirhatova teszi, mert valtozé elemi matrixokat
hasznal. A felmeriild problémakat azonban kdnnyebb igy elemezni és magyarazni. A javasolt
megoldas valtozé matrixok esetén is alkalmazhato.

> A tervezést szakszerlibben felhasznalo orszagokban, példaul Japanban, a feleslegessé valt vallalatok
¢és agazatok békés és gazdasagos halala, euthanazidja szintén targya a tervezésnek. A gazdasag
technikai elmaradéasa tehat nem a tervezés sziikségszerl kdvetkezménye. Az elmaradasért éppen a
figyelmetlen és szakszeritlen tervezést és az ebbdl eredd hibas érdekeltségi rendszert okolhatjuk.

¢ Az emlitett angol nyelvi valtozat fiiggelékében részletesen bizonyitottam, hogy ez a torvényszertiség
altalanos, tehat a sokszektoros modellek esetében is fennall.

7 1tt ez természetesen nem valddi ndvekedés, hanem stagnalas, egyszeri Gjratermelés, mert a végso
fogyasztas sem novekszik.

* A fenti egyenletek, mint Goodwin késobbi hiresebb modelljei is, tgynevezett hamiltoni formaként
irhatok le. Ez Iényegesen segiti a matematikai elmélet kialakitasat és egységesitését. Mivel a
hamiltonianusok elmélete fizikai megfontolasokon alapult, kiilon és részletes ismertetését tervezem.
Itt csak a matrixelméletbdl is levezethetd sajatossagokra tdmaszkodom.

’ Ne feledjiik, hogy ugyanez a tobblet a nemzeti jovedelem vagy a GDP értékéhez viszonyitva sokkal
nagyobb, a dupldja vagy még magasabbnak adddik. A fenti adatok tehat mintegy 10 és 30 szazalék
kozotti megtakaritasi ratdkat fognak at, ha a jovedelmekhez viszonyitjuk oket. Ha pedig teljes
termelésnek a tervgazdasdgokban megismert igen alacsony jovedelemtermelési hanyadat vessziik
figyelembe, az ardny még a 40 szazalékot is jocskan meghaladhatja.

' Ezek a nagysagrendek viszonylagosan valtozatlanok az ismert torténelem és igen eltérd tarsadalmi
formaciok esetében, fliggetleniil attol, hogy a megtakaritasok fikunyhdokban vagy felhdkarcolokban,
asokban vagy exkavatorokban testesiilneke meg. Nincs €s nem volt tarsadalom, amely munkéjanak
felét megtakaritotta, vagy egészét felélte volna. A tartos eszk6zok mindig és mindentitt legalabb 1 évi
munkaba kertiltek, és soha és sehol nem érték el 7 év munkdjat. A nagysagrendeket valdszintileg az
¢letidd szokasos hosszatol fiiggd szemléletiink alakitja. Ez szabja meg, hogy mi "révid" és mi
"hossz" iddtartam a gazdasagban. A gazdasagi folyamatoknak az év (nem a masodperc €s nem az



ezer €v) a "természetes" mértékegysége.

"' Ezek a lancok alkotjak a kijelolt geodéziai halozatoknak azt a részét, amit mar a bonyodalmas helyi
mérések elvégzése €s matematikai kiegyenlitése eldtt, mintegy az iroddban iilve, eldre invertalni lehet.

"> A kovetkezd fejezet felsorolja egy specialisan dsszeallitott, tehat csonkitott 100 X 100as matrix
valamennyi ciklushosszat.

" A csonkitas csak a legkisebb sajatértékeket csokkenti észrevehetden, és a nagyobb sajatértékeket
csak elenyészd mértékben modositja. A bizonytalansag éppen a két leghosszabb ciklus tekintetében a
legnagyobb. A leghosszabb ¢és mintegy 200 évesnek vélt ciklus roppant bizonytalan. Létezését a
modell ugyan aldtdmasztja, mert valamilyen hosszu ciklusnak léteznie kell, hogy mind a 100
sajatértékrol el tudjunk szdmolni. A csonkitas formdja azonban nem egyértelmil. Ha példaul a jobb
alsé sarokban 4116 1-A = 0,1 értékhez hozzaadjuk 4, értékét, az igy adodo 0,133 érték koriilbeliil 200
éves hosszat eredményez.



