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BIHARY ZSOLT-VIG ATTILA ANDRAS

Heterogén kereskedési stratégidk hatdsa
a piaci arfolyamokra

Egy folytonos idejii, heterogén agenseken alapulé tékepiaci modellt javaslunk,
amely tamaszkodik He-Li [2015] hasonlé modelljére. A piacon fundamentalis,
trendkovetd, valamint indexkovet6 kereskeddk vannak jelen, 6k mozgatjak az
egyetlen kockazatos eszkoz arfolyamat. Modelliink statisztikai tulajdonsagait
mintatrajektoriakon szemléltetjiik, valamint megvizsgaljuk az invarians elosz-
lasokat. A kapcsolodo szakirodalom a piaci stabilitast a modellek determiniszti-
kus csontvazan, illetve sztochasztikus esetben Monte-Carlo-szimulacio segitsé-
gével vizsgalja. Cikkiinkben az altalanos modell esetében az invarians eloszlast
a Kolmogorov-féle parcialis differencialegyenlet numerikus megoldasaval kap-
juk. Bemutatunk tovabba két - egyszeriisitett - modellt is, amelyekben analiti-
kus eredményekre jutunk. Ha kevés a fundamentalis kereskedé, akkor a piaci ar
jelentdsen elszakad a fundamentalis értéktol. Trendkovetok altal dominalt pia-
con permanens trendek és buborékok alakulnak ki, a piac akar destabilizalod-
hat is. Modelliink eredményeit 6sszevetjiik a valds piaci arfolyammozgasokkal.
A szamottevien eltéré SP500- és bitcoinpiacok empirikus jellegzetességei 6ssz-
hangban allnak modelliink karakterisztikus tulajdonsagaival.*

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: G11, G17.

Bevezetés

Ebben a cikkben kiilonb6z6, tipikusnak mondhatd kereskedési stratégiak hatasat
vizsgaljuk a piaci arfolyamokra. Folytonos idejii modelliink aktiv szerepldi a funda-
mentalis és a trendkovetd kereskedok, illetve passziv karakterként megjelennek az
indexkovetd kereskeddk. A fundamentalis kereskeddk ismerik az egyetlen kockazatos
eszkoz fundamentalis értékét, és a félredrazottsag vezérli keresletiiket. A trendkovetd
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kereskeddk az arfolyam mozgoatlaga alapjan kereskednek. Ez a — gyakorlatban is
sokat hasznalt — technikai indikator jelenik meg tobbek kozt a Moskowitz és szerzd-
tarsai [2012] és Goyal-Jegadeesh [2017] irasokban is.

A cikkiinkben bemutatotthoz hasonld, heterogén agenseken alapulé piaci model-
lek alkalmasnak bizonyultak arra, hogy a pénziigyi piacok bizonyos stilizalt tényeit
(vastag széli hozameloszldsok, momentumhatas és atlaghoz visszatérés) megma-
gyarazzak. Brock-Hommes [1998] az els6k kozott mutatta meg, hogy a heterogén
varakozasokkal rendelkezd, korlatozottan racionalis befektet6k miként okozhatnak
piaci instabilitast. Diszkrét idejii modellje nagy l6kést adott a heurisztikus szabalyo-
kat kovetd keresked6k elméleti irodalmanak (lasd példaul Hommes és szerzétarsai
[2005], Chiarella és szerzbtdrsai [2006], [2013]).

A diszkrét idejii modellekre épitve, He és szerzdtdrsai [2009] szamos folytonos
ideji modellt vezetett be a piaci szereplék heterogenitdsa és a piaci stabilitas vizs-
galatara. A folytonos idejii modellek elényeit ismerteti Li [2014]. He és szerzdtdr-
sai [2009] a technikai elemz6k altal szamolt mozgoatlag-idéablak szélességének
a piaci hatasat vizsgalja. He-Zheng [2010] megmutatja, hogy az arfolyam az id6ab-
lak szélességével stabilitasi atalakulason megy at: egy kozepes szélességii idéablak
a trendkovetdk révén a piaci arat destabilizdlja, mig nagy szélesség esetén ujra sta-
billa valik a piac. He-Li [2012] modelljében a szokasos stratégiak populacids aranya
adaptiv modon valtozik, a befektet6k raciondlis viselkedése piaci instabilitashoz és
rendkiviili arfluktuacidkhoz vezethet. He-Li [2015] azt taldlta, hogy a momentu-
mon alapul¢ stratégia sikeressége fiigg a mozgoatlag idéablakanak szélességétol és
a momentumkeresked6k piaci dominanciajatdl is.

Cikkiinkkel ehhez a folytonos idejt irodalomhoz kivanunk csatlakozni. A piaci
szereplok viselkedését indikatorok vezérlik, amelyek a piac dllapothatarozoéiként
is értelmezheték. A modell posztulal egy, az arfolyamtdl kiilonboz6 fundamenta-
lis értékfolyamatot. Az egyik indikator az ardiszlokacid, amely a piaci ar és a fun-
damentalis érték kiilonbsége. Ezt kovetik a fundamentalis keresked6k. A masik
a trendindikator, amely a pillanatnyi 4r és annak mozgdatlaga kozti kiilonbség.
A trendkovetSk erre alapozzak stratégiajukat. Az eredetileg az arfolyamra vonat-
koz6 dinamikus egyenletekbdl levezethetd az indikatorok dinamikdja. Eltéréen
az idézett cikkek megszokott megkdzelitésétdl, szamitdsainkban nem tekintiink
el a dinamika sztochasztikus jellegétél. Eppen ellenkezdleg, targyaldsunk az arfo-
lyam, illetve az indikatorok hosszu tavu statisztikai viselkedésére koncentral. Az
arfolyam bolyongas, ezért nem beszélhetiink az invarians eloszlasarél. Az indika-
torok azonban — mint a piac dllapotat meghatarozé mennyiségek - viselkedhet-
nek stacionarius modon. Sztochasztikus leirasmddunkban éppen ezen keresztiil
definialhatjuk a piac stabilitasat — akkor beszéliink stabil piacrdl, ha az indikato-
roknak létezik invarians eloszlasa.

A cikk felépitése a kovetkezd: el6szor a modellt és annak kiilonb6z6 variansait
ismertetjiik, majd részletezziik elméleti és empirikus eredményeinket. Tanulmanyun-
kat 9sszefoglalassal zarjuk.
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A modell

A kovetkezokben a folytonos idejti eszkozarazasi modellt mutatjuk be, taimaszkodva
He-Li [2015] heterogén agenseken alapulé modelljére. A piacon eltérd karakteriszti-
kaju kereskedo6k kereskednek egyetlen kockazatos és egyetlen kockazatmentes esz-
kozzel. A heterogén agenseken alapulé modellek szakitanak a pénziigyi kozgazdasag-
tan raciondlis befektetdre épiilé paradigmajaval. Ehelyett olyan befektetéket modelle-
ziink, akik korlatozott racionalitasuak, varakozasaik heterogének, és igy kereskedési
stratégiajukban is heterogének. A heterogén agenseken alapuld piaci modellek két
klasszikus karaktere (fundamentalis és trendkovetd kereskedd) mellett egy harma-
dik kereskedét (indexkovetd) is modelleziink.

Modelliinkben a befektetdi heterogenitas a befektetdk altal kovetett piaci indika-
torban, illetve az ez alapjan hozott befektetési dontésben nyilvanul meg. A befekte-
tési dontést kozvetleniil modellezziik, a hasznossagalapt optimalizaciot a hattérben
tartjuk. A kockdazatos eszkoz ara egy stilizalt arjegyz6i hatas eredményeként fejlodik,
amelynek egyik elsé elézménye a Beja-Goldman [1980] tanulmany.

A heterogén kereskedétipusok

Jeloljék S,: 2 x [0, 00) = R és F,: Q x [0, 0o) — R sztochasztikus folyamatok rendre az
egyetlen kockdzatos eszkoz piaci drdt és fundamentdlis értékét a t € [0, o) idépont-
ban. Jelolje s,=logS§, és f,=logF, rendre a piaci ar logaritmusat és a fundamentalis
érték logaritmusat. A tovabbiakban altalaban elhagyjuk a log roviditést, és egysze-
riien piaci arként és fundamentalis értékként hivatkozunk a kisbet{is mennyiségekre.
Feltessziik, hogy a fundamentalis érték egyszer(i Brown-mozgast kovet:

df =cdwW, (1)

ahol ') € R” a fundamentalis érték volatilitdsvektora, W: Q x [0, c0) — R” egy
standard kétdimenziés Wiener-folyamat, amelynek komponensei fiiggetlenek.
Modelliinkben a véletlennek két relevans forrasa van, ezek koziil az egyik jele-
nik meg a fundamentélis értéken keresztiil, majd hamarosan a masik a piaci dron
keresztiil. Megtehetnénk, hogy mindkét folyamatot egy sajat Wiener-folyamat hajt
meg, amelyek kozott megjelenne egy tetszéleges korrelacids paraméter a [-1, 1]
intervallumbdl. Ehelyett modelliinkben két fiiggetlen Wiener-folyamatot feltéte-
leziink, amelyek megjelennek minden sztochasztikus differencialegyenletben, és
a volatilitasok is vektormennyiségek. Az (1) egyenlet jobb oldalan igy egy skalar-
szorzat jelenik meg. A tovabbiakban is kovetjiik azt a konvenciot, hogy a vektoria-
lis (illetve matrix-) mennyiségek félkovérek.
A piaci ar és a fundamentalis érték kiilonbségét drdiszlokdcionak nevezziik:

u=s—f. (2)

Az ardiszlokdci6 folyamata a kockazatos eszkoz félredrazottsagat méri a t-edik ido-
pontban. A logaritmusok kiilonbsége az eredeti mennyiségek szazalékos eltéréseként
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is értelmezhetd. A kockazatos eszkoz feliilértékelt, ha u, > 0, és alulértékelt, ha u, <O0.
Az ardiszlokéacié a fundamentalis keresked6k altal kovetett piaci indikator, 6k ez alap-
jan hozzak meg befektetési dontésiiket. Aluldrazottsag esetén keresletet tamasztanak
akockazatos eszkoz irant, feliilarazottsag esetén pedig az eladdi oldalon jelennek meg.
Tlkeresleti fiiggvényiik: fo ) = zV) (ut) az ardiszlokacié monoton csokkend fiigg-
vénye. A fundamentalis kereskeddk esetén egy egyszert linedris fliggvénnyel speci-
tikaljuk a tulkeresleti fiiggvényt:

70— _ay

t 34

a¥>0. (3)

Az o) paraméter segitségével allithaté az, hogy a fundamentilis keresked6k milyen
erdsen reagalnak egységnyi félrearazottsagra. Ahogy késébb latni fogjuk, a funda-
mentalis kereskeddk hatasa — egy atlaghoz valé visszahizas forméjaban - egyfajta
hosszu tavu stabilitasként jelenik meg a piacon.

Definialjuk tovabbad a piaci arfolyam mozgdatlagat, amelyet gyakorld techni-
kai keresked6k gyakran kovetnek figyelemmel. Két szokasos mddja van a moz-
goatlag kiszamitasanak: az egyik véges id6ablakon egyenld sulyozassal szamol,
a masik pedig exponencialis sulyozassal végtelen id6horizonton. Mi az utébbit
valasztjuk, mert ezt — mint latni fogjuk - szamottevéen konnyebb kezelni anali-
tikus szamitasokban.

1
m, :lft e o V)svdv, 4)
TJ -0
ahol a 7> 0 paraméter jeloli azt, hogy a mozgoéatlag a mult hany évnyi részét veszi
relevans mddon figyelembe. Egyszerti szamolas eredményeként kapjuk a mozgoat-
lagra vonatkoz¢6 sztochasztikus differencialegyenletet:

1

dm, =—(s, —m,)dt, ®)
T

amibdl kittinik, hogy m, Markov-folyamat.

Piaci indikatornak azonban nem magat a mozgdatlagot tekintjiik, hanem a segit-

ségével képezziik a trendindikdtort a pillanatnyi drfolyam és a mozgoéatlag kiilonb-

ségeként:

X, =s,—m, (6)

A trendindikator megvaltozasa az (5) és (6) egyenletekbdl kozvetleniil adodik:
dx, = — L xdt +ds. @)
T

A sztochasztikus differencialegyenlet drift tagja mutatja, hogy a trendindikator inhe-
rens modon egy atlaghoz visszahuzo tulajdonsaggal rendelkezik. Ez a tulajdonsag szol-
gal reménnyel arra, hogy modelliink (legaldbbis x,-ben) stacioner jelleg lesz.

A trendindikétort kovetik és ez alapjan hozzak meg befektetési dontésiiket a trend-
kovet6 kereskedok. A trendkovetSk hisznek a perzisztens trendekben, ezért pozitiv
trend (x,>0) esetén vasarolnak, mig negativ trend (x, < 0) esetén az eladdi oldalon
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jelennek meg. Tulkeresleti fiiggvényiikre {Zt(c) =z (x)} nézve a kovetkezd feltevé-
sekkel éliink:

Z9YW>0, (Z9Y0)=a">0, () <. ®)

Ezek a feltevések egy monoton novekvd, S alaka tulkeresleti fiiggvényt eredményez-
nek. A feltevések elméleti megalapozasat lasd Chiarella és szerzétdrsai [2006]-ban.
A tovébbiakban a kovetkezd - a (8) feltevéseket teljesitd - specifikacidval' éliink
a trendkovetSk tulkeresleti fiiggvényére:

79 — ol9%" tanh

xf] o, x>0, ©)
X

Az o) paraméter jeldli a trendkovetSk keresleti érzékenységét, amikor a pillanatnyi
ar és a mozgoatlag kozotti eltérés kicsi. Az x* paraméter kontrollalja a talkeresleti
fiiggvény minimumat és maximumat.

A harmadik és egyben utolsé modellezett keresked6tipusunk az indexkévetd
kereskedd. Az indexkovetd kereskedd nem aktiv résztvevdje a piacnak, nem keres-
kedik, hanem egyszertien az egyetlen kockazatos eszkozt tartja. Ttulkeresleti fiigg-
vénye ezért azonosan nulla:

zZ0—0 wt>o. (10)

t

Az indexkovetd keresked6 tehdt nem rendelkezik piaci hatdssal modelliinkben,
egyetlen szerepe, hogy a — hamarosan bevezetésre keriilé — populaciés aranyokban
nagyobb szabadsagunk legyen, mint ha csak két kereskedétipusunk lenne.

Arazdsi egyenlet

Jelolje p¥, p') és p'") rendre a fundamentilis, a trendkovetd és az indexkovetd keres-
kedSk populaciés ardnyét, azzal a természetes feltételezéssel, hogy p” + p'“ 4 p'" =1
és0<p' <1Vje {f c, i}. A piaci rfolyam egy rjegyz6i mechanizmus eredménye-
ként fejlédik (egyik elézményként lasd Beja-Goldman [1980], az arhatas egy tjabb
megkozelitésére lasd példaul Cont-Yu [2018]). Abbol indulunk ki, hogy az arfolyamot
a piaci résztvevok keresletének és kinalatanak ered6je mozgatja. A nem kozvetleniil
modellezett, latens arjegyz6 Osszegzi a kereskeddk tulkeresletét, egy ellentétes el6jelt
(long vagy short) pozicidval kielégiti azt, majd ugy igazitja az drat, hogy a tulkereslet
anulldhoz kozelitsen. Igy az arigazitas el6jele pozitiv, ha az aggregalt tulkereslet pozi-
tiv, illetve negativ, ha az aggregalt tulkereslet negativ. Az aggregalt tulkereslet figye-
lembe veszi a kereskedék populacids aranyat is. Egy egyszer(i linedris osszefiiggést
feltételeziink az érfolyam fejlodésére:

ds, = (3 Z p dt—|—0' dw,, (11)
je{f i}

ex_e*)(

ef e’

! tanh(x) =
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ahol 3> 0 jeloli az arjegyzé arigazitdsanak a sebességét, mig o ) € R* az arfolya-
mat volatilitasat jelolé vektor. Az arjegyz6i mechanizmus hatasa kizardlag a drift
tagban jelenik meg. Akarcsak a fundamentalis érték esetében, az aréban is kons-
tans volatilitast feltételeziink, amely nem fiigg sem a kereskeddk keresletétdl, sem
a populdcios aranyoktol.

Helyettesitsitk most be mindharom kereskedétipus (3), (9) és (10) tulkeresleti fiigg-
vényét a (11) arazasi egyenletbe, és megkapjuk a modellspecifikus drazasi egyenletet:

ds, =3 dt + o dwW.. (12)

Pl tanh[ 5 ] RUNT
X

Eljuthatunk a piac két meghatdrozé mennyiségének (u, x,) sztochasztikus differenci-
adlegyenlet-rendszeréhez, ha ds -t behelyettesitjiik a (2) és (7) egyenletekbe:

du, =f3 \

ol tanh[ 5 ] ~ ol
X

dt +[0(S) —oVf >}dw,

©al9x* tanh

dx, ={ﬂ P

ii ] — pVa
X

—lxt}dt +olldwW . 13)
.

Cikkiink kozponti vizsgalt objektuma a (13) egyenletrendszer altal definialt (u,, x,)
rendszer invarians (hatar-) eloszlasa, melyet a Kolmogorov-féle parcidlis differencial-
egyenlet-rendszer numerikus megoldasaként kapunk (lasd a Fiiggelék A részét).

Az itt részletezett altalanos modell nemlinearis ardinamikat eredményez [lasd
(12) és (13) egyenlet]. Ez a nemlinearitas a trendkévetd keresked6k nemlinearis
tulkeresleti fliggvényébdl (9) fakad. Nemlinedris tobbdimenzids sztochasztikus dif-
ferencialegyenlet-rendszer analitikus vizsgalata rendkiviil nehéz. Ezért a kovetkezok-
ben az altalanos modelliinknek egy-egy olyan egyszerusitését mutatjuk be, amelyek-
ben analatikus eredményekre jutunk. El6szor a trendkovetk tilkeresleti fiiggvényét
linearizaljuk, majd megtartjuk a nemlinearitdst, de a fundamentalis érték folyama-
tanak Ujradefinialasaval megszabadulunk egy dimenziétol.

A linearizdlt modell

Ebben a specifikacioban a trendkovetdk tulkeresleti fiiggvényét (9) linearizaljuk
a nulla koral:

Z,(”) = a(f)xt.

Ismét linedris drdinamikat (11) feltételeziink. Igy a kovetkezd lesz az ezt a piacot leird
sztochasztikus differencidlegyenlet-rendszer:

du, = ﬁ[p“)a(”xt —p(f)a(f)ut}dt +{0'(S) —O'(f)]dW[,

dx, = ﬁ[p<c)a(c>xt —pPaVy, }dt — lxtalt +olaw,
T
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amely szintén egy linedris rendszer. Vegyiik észre, hogy az Y,= (u,, x,)' vektorértékd
folyamat egy kétdimenziés Ornstein-Uhlenbeck (O — U) folyamat, azaz felirhato

dY,=-OYdi+XdW, ahol (14)

BpDal)  gpa

®=
NN 40
Bp-a . Bp o

eR¥? & X=

alakban. Az O-U folyamatok gaussi eloszlasa jol ismert, amennyiben bizonyos felté-
telek teljesiilnek ®-ra nézve. A feltételeket és azok kovetkezményeit az Eredmények
cimi fejezetben targyaljuk.

Az egydimenzids modell

Ebben a specifikacioban megtartjuk a trendkovetok stratégiajabol fakado nem-
linearitast, azonban egy dimenzidredukcioval egyszerisitjitk a modellt. Mig a £6
specifikacionkban a fundamentalis érték egy exogén sztochasztikus folyamat volt,
most azt feltételezziik, hogy a fundamentalis keresked6k magaval a mozgoatlaggal
kozelitik a fundamentalis értéket. Ez a feltételezés nem ritka valds piacokon, kiilo-
noésen olyan termékek esetén, amelyeknek redlpiaci értéke nehezen megfoghatd
vagy nehezen becsiilhetd.

Legyen tehat f,=m,, és igy u,= x,. A fundamentalis kereskedé tulkereslete tovabbra
is egy csokkend linedris fliggvény, de ebben az esetben a piaci indikétor x, lesz:

Bizonyos tanulméanyok (lasd példaul He-Li [2015]) az ilyen stratégiat kovetd keres-
kedot kontraridnusnak nevezik, de mi ebben a cikkben maradunk a fundamentalis
keresked6 megnevezésnél.

A linedris drdinamikat (11), valamint a nemlinedris trendkovet6 tulkeresletét
(9) megtartva igy a piacot leird egyetlen sztochasztikus differencialegyenlet
a kovetkezd lesz:

t
*

dx, = —{ﬁpma(f) + 1
-

x,dt + Bplalx" tanh[x]dt +o'law. (15)
X

Ebben a sztochasztikus differencialegyenletben az els6 drift tag tartalmazza a funda-
mentalis keresked6k atlaghoz visszahtiz6 hatésat (illetve a mozgéatlag inherens visz-
szahuzasat), mig a masodik, nemlinearis tag a trendkévetdk extrapolativ erejét. Mivel
(15) - szemben (13)-mal - az invarians eloszlasokat tekintve egydimenzios, analitikus
eredményben is reménykedhetiink.
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Eredmények

Illusztrdcidk az drdinamikdra

Az 1. dbra generalt trajektoriak segitségével szemlélteti a fundamentalis és a trend-
kovetd kereskedk piaci szerepét és drhatdsat a f6 (tobbdimenzids, nemlinearis) spe-
cifikdcio esetében. A fundamentalis érték logaritmusa (f,) egy drift nélkiili, exogén
Brown-mozgas viszonylag kis volatilitassal. A piaci arfolyam logaritmusa (s,) a fun-
damentalis keresked6knek koszonhetéen a fundamentalis érték felé huz, koriilotte
ingadozik. A volatilitasvektorokat illusztracidinkban ugy valasztjuk, hogy az arfo-
lyam volatilitasa nagyobb legyen a fundamentalis érték volatilitasanal (Shiller [1981]
példaul azt talalja, hogy az arfolyamok volatilitasa messze feliilmulja azt a mértéket,
mint amely az osztalékok valtozasabdl kovetkezne), tovabbad hogy a zajkomponensek
pozitivan korreldljanak. A mozgoéatlag (m,) lemaradva koveti a piaci arfolyamot. Az
also két abran mutatjuk be a piaci indikatorokat, amelyekre a befektetési dontéseiket
alapozzak a kereskeddk. Az ardiszlokacio, u,=s,— f, a piaci arfolyam és a fundamen-
talis érték kiilonbsége, a trendindikator, x,=s,— m, a piaci arfolyam és a mozgdatlag
kiilonbsége. E16bbit a fundamentalis, mig az utobbit a trendkovetd keresked 6k kovetik.

1. dbra
Mintatrajektdridk a 6 (nemlinearis, kétdimenziés) specifikacié esetén

p(f):0’9,p(f):0,l p(f):())l)p(5>:0’9
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Paraméterek: 3=1,7=0,75, ¥ =1, a'?=1,75, x'=0,5, ' = (0,1, 0), ') = (0,1, 0,2).
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A bal oldali két abra egy érett, kiforrott piacot szemléltet, ahol a kockazatos ter-
mék fundamentalis értéke jol becsiilheté. Modelliinkben ekkor tobbségben vannak
azok a keresked6k, akik a fundamentélis érték alapjan kereskednek [p'”) = 0,9]. A jobb
oldali két abra olyan piacot szemléltet, ahol a fundamentalis érték nehezen megfog-
haté, itt a trendkovetd technikai keresked6k vannak tobbségben [p'“) = 0,9]. A keres-
keddk piaci hatasa jol lathato a trajektoriak alapjan. A bal oldalon a piaci arfolyam
szorosan koveti a fundamentalis értéket, mert a nagyszamu fundamentalis kereskedd
a fundamentum felé huizza az arat. Az ardiszlokacio kilengései ekkor kicsik. A jobb
oldalon az arfolyam rendszeresen és jelentGsen eltér a fundamentalis értéktol. Ezek
a kilengések a nagyszamu trendkovetd kereskedd aktivitasanak koszonhetdk, akik
a trendekre feliilve periodikusan buborékokat fujnak. Nemlinearis specifikacionk
miatt azonban a trendkévetdk csak korlatozott nagysagu poziciot épithetnek ki, ezért
el6bb-utobb a viszonylag kevés fundamentélis keresked6 arhatasa visszatériti az arat
a fundamentum felé. A piaci ar er6sen oszcillal, de nem robban fel.

Az invaridns eloszldsok

A (13) sztochasztikus differencialegyenlet-rendszer alapjan numerikus szamitassal
jutunk el az (4, x) rendszer hosszu tavu allapotat jellemz6 invarians eloszlasig (stirtiség-
fiiggvényig). Az invarians stirtiségfiiggvényhez a Kolmogorov-féle parcialis differenci-
alegyenlet numerikus megoldasan keresztiil jutunk el (1asd a Fiiggelék A részét). Rovi-
den Osszefoglalva, ez egy Wiener-folyamat altal meghajtott rendszer stirtiségfiiggveé-
nyének idobeli fejlddését leird parcidlis differencialegyenlet-rendszer megoldasat jelenti
a véges differenciak segitségével egy racson. Ez a mddszer pontosabb, és gyorsabban
eredményre vezet, mint egy Monte-Carlo-szimulaciébol szamolt tapasztalati stiriség-
figgvény. A 2. dbrdn latjuk az invarians stiriségfiiggvényét ugyanannak a két, karak-
terisztikusan eltéré piacnak, mint amelyeket az 1. dbrdn is illusztraltunk.

A bal oldali dbran (ahol a fundamentalis keresked6k dominalnak) a stirtiség-
tiggvény az (u, x) = (0, 0) origo szlik kornyezetére koncentralodik. Ez megfelel az
1. dbra bal oldaldnak, ahol mind az ardiszlokdcié, mind a trendindikator a nulla
szint kornyékén bolyong.

A jobb oldalon (ahol a trendkdveté kereskedék domindlnak) a stiriségfiiggvény
sokkal kiterjedtebb, illetve észrevehetiink egy gyenge bimodalitést is. A nagy kiter-
jedtség az 1. dbra jobb oldali trajektoridin lathaté nagy kilengéseknek felel meg, mig
a bimodalitas 6sszhangban van a periodikus (bar a sztochasztika miatt zajos) felfu-
tasokkal és zuhanasokkal.

Ezek a piaci jelenségek az egyszerusitett modellvariansokban is tetten érheték. Az
elsd allitasunk a linedrizalt, kétdimenzios modell invarians eloszlasaval kapcsolatos.

1. ALLITAS o A linearizdlt specifikdcio esetén az drdiszlokdcié és a trendindika-
tor Y,= (u, x,)" egyiittes dinamikdjdt leiré (14) sztochasztikus differencidlegyenlet-
rendszer akkor és csak akkor rendelkezik invaridns eloszldssal, ha a kovetkezd feltéte-
lek egyiittesen teljesiilnek:
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2. dbra
Az invarians struségfiiggvények szintvonalai a f6 (nemlinearis, kétdimenzios)
specifikacio esetén

P(f):(),g,p(C):O,l p<f):0,1,p(c)=0,9
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u
Megjegyzés: a paraméterek megegyeznek az I. dbra paramétereivel.
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Tovabba, feltéve, hogy (Cl) és (C2) teljesiil, az invaridns eloszlds kétdimenziés normd-
lis lesz az aldbbi momentumokkal:
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ahol ' =0")—a", ¢V =pp"a", je{f c}. Az Y _=(u_, x_)" jelolést haszndljuk
arra a gaussi valdsziniiségi viltozora, amelyhez Y, eloszldsban konvergal.

B1zoNYiTAs e Lasd a Fiiggelék B) részében. .

Az 1. ALLiTAs (C1) feltétele - egyfajta stabilitasi kritériumként — azt mutatja meg,
hogy ha a trendkovetd kereskeddk elég erések [a p'“a'”) relativ erejiik elég nagy],
akkor a piacot olyan mértékben destabilizéljak, hogy a piaci indikatorok még inva-
rians (hatar-) eloszlassal sem rendelkeznek. Ez egy trajektéria mentén azt jelenti,
hogy ha a trendkovetdk elég erdsek, akkor egy soha nem kidurrané buborékot
fujnak. Ez a linearizalt modell velejardja — a £f6 specifikacioban a trendkovetdk
tulkereslete a tanhx fliggvénnyel keriil tompitasra, igy ott nem alakulhat ki per-
manens buborék. Az allitds (C2) feltétele azt jelenti, hogy ha egyaltalan nincsenek
a piacon fundamentalis kereskeddk, akkor nincs arhatas, amely a fundamentumhoz
visszahtizna az arfolyamot, igy az u, ardiszlokaci6 egyszer( bolyongasként viselke-
dik, amelynek nincs hatareloszlasa.

Az 1. ALLiTAs masodik részében a momentumok nevezdjében a (C1) feltételre
emlékeztetd BpVa) 4 1/7 — Bp'“al) mennyiség szerepel. A gaussi stirtiségfiigg-
vény kiterjedtsége tehat annak a fiiggvénye, hogy a piac mennyire van kozel a (C1)
stabilitasi hatdrhoz.

A kovetkez6 allitasunk az egydimenzids, nemlinedris specifikacio invaridns eloszlasara
vonatkozik. Ebben a specifikacidban a trendkovetSk tulkereslete korlatos, igy mindig lesz
invarians eloszlas, amely azonban a gaussinal izgalmasabb karakterisztikaju.

2. ALLITAS o Az egydimenziés nemlinedris specifikdcio esetében a trendindikdtor dina-
mikdjat leiré (15) sztochasztikus differencidlegyenlet mindig rendelkezik invaridns
eloszldssal. Az invaridns stirtiségfiiggvény:
zﬁp(")a(f) x* ’ 1
) 14 gpal)

fo(x)=C cosh[x*]‘ 1] exp|—T————x’ |, (16)
x

ahol C> 0 egy megfelel6 normalizdlé konstans.
BizonNyiTAs ¢ Lasd a Fiiggelék B) részében. "
MEGJEGYZES o Vegyiik észre, hogy ha a (16) egyenletben a cosh tényez6 kitevéje

éppen egységnyi, akkor a siriségfiiggvény egy szimmetrikus, kevert normalis elosz-
last ir le. Ennek belatasara gondoljuk meg, hogy

X X —X 1
. =1
cosh(x)e 2 :%e 2 =2 Ee 2 4—e 2
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A 3. dbrdn néhany jellegzetes stirtiségfiiggvényt mutatunk be. A gorbék ugy kévetik
egymast, ahogy a trendkéveték populacidja fokozatosan novekszik a fundamentalis
keresked6k karara. A folytonos stirtségfiiggvény egy érett piacra jellemz6, ahol tobb-
ségben vannak a fundamentalis kereskeddk (a jellemz6 trajektoriat lasd az 1. dbra bal
oldalan). A piaci indikator ekkor kis varianciaju és egymdduszu, jellegét tekintve kozel
gaussi. A pontozott stirtiségfiiggvény esetén tobbségben vannak a trendkovetdk (az erre
a piacra jellemz6 trajektoriat lasd az 1. dbra jobb oldalan). Ekkor a trendindikator joval
nagyobb varianciaju és kétmoduszu. A szaggatott gorbe egy koztes allapotot abrazol,
mig a pontozott, szaggatott egy extrém piacot ir le, ahol csak trendkévetSk kereskednek.

3. dbra
Az egydimenzids, nemlinedris modell stiriségfiiggvénye — (16) egyenlet - kiilonb6z6
populaciés aranyok mellett

4,0
p
3,5 s
3,0 (s
2,5 1
2,0
1,5
1,0 -

0,5

0_
-1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 02 04 06 08 10

Megjegyzés: a populacios aranyokon kiviili paraméterek megegyeznek az 1. dbrdn hasz-
naltakkal.

A 2. és 3. dbra tartalma hasonlé. A keresked6k aranya szerint a folytonos gérbe meg-
felel a 2. dbra bal oldalanak, a pontozott gérbe pedig a jobb oldalanak. Erdekes, hogy
a modelliink a fundamentalis értékfolyamat specifikaciojatdl fiiggetleniil eredmé-
nyezhet egy- vagy tobbmoduszu eloszlasokat is. Az egydimenzids specifikacio ese-
tén analitikusan is vizsgalhatjuk a kétmdéduszusag megjelenését: a két modusz akkor
jelenik meg, amikor a (16) stirtiségtiiggvény nullabeli masodik derivaltja negativbdl
pozitivba valt. Ebbél adddik a kovetkez6 allitas.

3. ALLITAS o A (15) sztochasztikus differencidlegyenlet dltal definidlt egydimenzids,
nemlinedris specifikdcid esetén az x, trendindikdtor invaridns eloszldsa egymoduszii, ha:

8] p9a — pat] < L (C3)
T
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B1zoNYITAS e Lasd a Fiiggelék B) részében. .

A (C3) feltétel azt mutatja, hogy a trendindikator akkor mutat kétmoduszu viselke-
dést, amikor a trendkovetd (technikai) keresked6k dominalnak a piacon a fundamen-
talis kereskeddkkel szemben. Vegyiik észre tovabba, hogy ez a (C3) feltétel megegye-
zik az 1. ALLITAs (C1) stabilitasi feltételével. Ez a formalis egyezés azt sugallja, hogy
a nemlinedris modellben megjelené kétmoéduszu invarians eloszlas tulajdonképpen
az instabilitdsnak egy enyhébb formaja.

Amig a fundamentalis keresked6k vannak tulstlyban, addig visszahtzé hatdsuk-
kal stabilizaljak a piacot, erés trendek nem alakulnak ki. Ha a trendkdvetdk piaci
ereje tullép egy kritikus értéket, akkor kialakulnak a feltételei egy 6ngerjeszt6 bubo-
rékfujasnak. Linedris specifikacié mellett nincs, ami gatat szabjon a trendkovet6k
buborékgerjesztésének, a piac felrobban. Ilyenkor invarians eloszlas nem alakul ki.
A nemlinearis specifikacié azonban erds trend esetén is gatat szab a trendkovetok
talkeresletének, és igy a buborékoknak. Ilyenkor az arfolyam kozepes erésségii emel-
kedé és csokkend trendek zajos, kvaziperiodikus sorozata lesz.

Empirikus eredmények

Az el6zékben lattuk, hogy az egyszertsitett (egydimenzios, nemlinearis) modellben az
x, trendindikator eloszldsa karakterisztikusan kiilonb6z6 lehet (ldsd 3. dbra). Most meg-
vizsgaljuk, hogy ennek a mennyiségnek az eloszlasa hogyan alakul két valos pénziigyi
termék esetén. Els6 példank az SP500 részvényindex, amely az empirikus munkakban
elterjedt valasztas. Ez egy érett piacot reprezental, ahol a valos fundamentalis érték becs-
lésével nagyon sokan foglalkoznak (példaul Abarbanell-Bushee [1998] és Richardson és
szerzdtdrsai [2010]), ennek megfeleléen a fundamentalis kereskedési stratégia sulya jelen-
t0s a technikaihoz képest. A masik végletet a bitcoin arfolyaman keresztiil vizsgaljuk.
Ezen a piacon vitatott és nehezen mérhet6 a termék fundamentalis értéke (Cheah-Fry
[2015] példaul amellett érvel, hogy a bitcoin fundamentalis értéke nulla, mig Hayes [2019]
hatarkoltségen alapulé modellje annak tobb ezer dollaros értékével is 6sszhangban van),
ezért ugy gondoljuk, hogy itt a technikai elemz6ék dominalnak.

Mindkét iddsor esetén napi zar6 arfolyamokat hasznaltunk. Az adatsorok egysé-
gesen 2010. julius 19-én indulnak, és 2020. janudr 16-ig tartanak. Osszhangban az
elméleti modelliinkkel, kiszamitottuk az arfolyamok s,=log$, logaritmusat, majd
ezek mozgoatlagat. A mozgdatlagképzéshez mindkét idGsor esetén az (5) egyenlet
diszkretizalt alakjat hasznaltuk:

1 1
m, = [1 —TAt]mt +;stAt,

ahol At=1 nap, 7=1/4 év, az m, kezd6értékét onkényesen a kezdeti s,-nek vélasz-
tottuk. Az onkényes valasztas hatasat kikiiszoboltitk azzal, hogy az idésor elsé egy
évét nem vettiik figyelembe. Végiil minden napra kiszamitottuk az x, trendindikator-
értékeket — lasd (6) egyenlet.
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A 4. dbra mutatja empirikus eredményeinket. A bal felsé blokkban az SP500
logaritmizalt arfolyamat és a szamitott mozgoatlagot latjuk. A jobb felsé blokk-
ban ugyanezt mutatjuk a bitcoin esetén. Az als6 blokkokban az x, trendindikatorok
sztenderdizalt empirikus stiriiségfiiggvényét (hisztogramjat) dbrazoljuk a két termékre.

4. dbra
Az SP500 és a bitcoin trendindikatorainak a hisztogramjai
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Mindkét idésor er8sen emelkedd volt a vizsgalt id6szakban, de a hosszu tavu trend-
hez viszonyitott kilengések a bitcoin esetében hangsulyosabbak, és jobban tetten
érhetd a kvaziperiodikus mintazat. A hisztogramok is mutatjak a két idésor kiilon-
bozdségét. Az SP500 esetén egy egymdduszu eloszlast latunk (3. dbra szaggatott
gorbe). A bitcoin hisztogramja strukturaltabb eloszlasra utal, jellegében a 3. dbra
pontozott gorbéjére emlékeztet. A megfigyelt jellemzdék a két piac esetében 9ssz-
hangban vannak a modelliink alapjan megfogalmazott varakozasainkkal. A java-
solt statisztikai eljaras tehat alkalmas lehet arra, hogy érett és technikai elemzok
altal uralt piacokat megkiilonboztessiink egymastol.

Osszefoglalds

Egy folytonos idej{i, heterogén dgenseken alapuld t6kepiaci modellt irtunk fel, amely
tamaszkodik He-Li [2015] hasonlé modelljére. Eltéréen az irodalomban megszo-
kott megkozelitésektdl, szamitdsainkban nem tekintettiink el az arfolyam-dinamika
sztochasztikus jellegétél. Eppen ellenkez6leg, tirgyalasunk kozponti eleme az arfo-
lyam hosszt tavu viselkedését leird, matematikailag jol kezelhet6 és a gyakorlatban is
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hasznalt piaci indikdtorok vizsgalata. A témakor egyik kozponti probléméjat, a piaci
stabilitds kérdését is az indikatorok invaridns eloszlasan keresztil targyaljuk. Hirom
specifikacionk volt. A modell linearis specifikdcidjaban analitikusan meghataroztuk
a stabilitas feltételét, miszerint a trendkoévetdk piaci ereje nem haladhatja meg sza-
mottevden a fundamentalis keresked6két. Ekkor az indikatorok invarians eloszlasa
normilis. A nemlinedris egydimenzios specifikdcidban analitikusan meghataroztuk
az invaridns eloszlas stirtiségfiiggvényét. Ez az eloszlas hangstlyosan nem norma-
lis; ha a trendkovetdk piaci ereje nagy, még kétmoduszu is lehet. Ez arra utal, hogy
ilyen piaci koriilmények kozott az arfolyam oldalazé mozgasa instabil, hosszan tartd
trendek valtogatjak egymast. A kétmodduszisag megjelenését eszerint egyfajta lokalis
instabilitasként értelmezhetjiik. A nemlinearis kétdimenzios specifikacioban nume-
rikusan, szimulacié nélkiil hataroztuk meg az invarians eloszlast. Itt is megtigyel-
tiink kétmoduszu viselkedést, hasonlo feltételekkel, mint az egydimenzids esetben.
Tovabbi elénye az eloszlaskozpontl problémakezelésiinknek, hogy az eredmények
empirikusan is tesztelhet6k. A bitcoin és az SP500 arfolyamait megvizsgalva a vara-
kozasainkkal §sszhangban talaltunk arra utalé jeleket, hogy az el6bbi esetén eréseb-
ben megjelenik a momentumhatas, mint az utébbiban.

Az osszefoglalas hatralevd részében megfogalmazunk néhany jovébeli kutatasi
iranyt. Numerikus vizsgalatainkban illusztrativ céllal realisztikus paramétereket
igyekeztiink vélasztani. A paraméterek hatdsanak szisztematikus vizsgalata egy
kovetkez6 cikk témaja lehet.

Empirikus attekintéstinkben a két piac trendindikator-eloszlasat kvalitativ
moddon vizsgaltuk. Kvantitativ elemzéshez a (16) egyenlet stirtiségfiiggvényének
paramétereit kellene becsiilni, példdul maximum likelihood médszerrel. Bar az
altalanos formankra ez komoly nehézségekbe iitkozne, de a 2. ALLITAS (16) egyen-
letéhez kapcsolddd MEGJEGYZESBEN megmutattuk, hogy a stirtiségfiiggvény spe-
cialis esetben kevert gaussi alakot 6lt. Mivel a kevert gaussi illesztésnek komoly
irodalma van (egyik alapcikk a témaban Hasselblad [1966], Redner-Walker [1984]
pedig jol 6sszefoglalja a legfontosabb mddszereket), ezért eldszor egy ilyen kalib-
raciot lehetne megkisérelni.

Modelliink természetes mddon kiterjeszthetd tobb kockdzatos eszkoz esetére. Ezzel
tobb, gyakorlatilag is relevans probléma — példaul dinamikus portfdlidéallokacié -
vizsgalhato lenne. Olyan kereskedési stratégiak is elemezheték lennének, amelyek egy
kockazatos eszkoz esetében nem értelmezhetSk (példaul pair trading).

Tovabbi természetes kutatasi irany a kereskedési stratégiak profitabilitasanak
Osszehasonlitasa. Egy ilyen vizsgalatban modelliinket ki kell egésziteni egyéb, a nye-
reséget befolyasold mennyiségekkel. Fontos szerephez juthat példaul az osztalék,
illetve a stratégiak koltsége.
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Fuggelék
A) A Kolmogorov-féle parcidlis differencidlegyenlet numerikus megolddsa

Tegyiik fel, hogy az Y, N-dimenzi6s sztochasztikus folyamat dinamikajat az aldbbi
sztochasztikus differencialegyenlet irja le:

dY,=a(Y,)dt+o(Y,)dW,
ahol a (Y,) egy N-dimenzi6s vektor, o (Y,) egy N x M dimenzids matrix, mig W, egy
M-dlmenzms Wiener-folyamat fiiggetlen komponensekkel. Legyen
1
D(Y,)= EG(Yt Jo' (Y,).

Ekkor az Y, folyamat f, (y) t-edik id6pontbeli stirtiségfiiggvényének idébeli fejlédé-
sét irja le az ugynevezett (forward) Kolmogorov—féle parcialis differencialegyenlet:

ay) =25l ) e o P e e

j=1 8)/ =1j=1 y
A rendszer invaridns siirtiségfiiggvényének nevezzuk ésf. (y)-naljeloljiik azta stirtiség-
fuggvényt, amelynek az idébeli megvaltozasa nulla, azaz df, (y) =0. A (13) sztochasz-
tikus differencidlegyenlet-rendszer f_(u, x) invaridns stiriiségfiiggvényét gy szamit-
juk, hogy a kapcsolodo (F1) egyenletet oldjuk mega T x U x X={0,0+ A¢, ..., T} X
X {u, u+ Au, ..., u} x {x, x+ Ax, ..., x} rdcson. A szamitdsok sordn a legfontosabb
feltevésiink, hogy az f,(u, x) ,,relevans tartéja” korlatos:

lim ft(u, )-O, vt e [0, 00),

(14—

azazf, (u, x) ~ 0, haaz (4, x) pont az origotdl elegendden tavol helyezkedik el. A nume-
rikus szamitasok szempontjabdl ez a feltevés azt jelenti, hogy az U x X racs szélén
a siriségfiiggvény értékét egységesen nullanak allitjuk be:

filu,x)=f(w,x)=0 YueU é WVteT,
fwx)=f@,x)=0 VxeX é VteT.
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Legyenf (U,X) € RV ¥ egy stirtiségmétrix [azaz az f (u, x) figgvény diszkretizaltja
az U x X racs pontjaiban] a t € T id6pontban. A szamitasaink egyetlen iteracioja
harom lépésbol all. Az els6 1épésben megkapjuk f,', ([U, X)-et az (F1) egyenlet exp-
licit megoldasaként, ahol a derivéltakat a véges differenciak modszerével kozelitjik:

a" £ \(u+Au, x)—|a" £ |(u—Au, x
4l o ) )

-ft*+At (u’ X) = ft (u’ x)_

2Au
_[a(x)ft}(u, x+Ax)—[a(X)ft}(u, x_Ax)At+
2Ax
4pl ﬁ(u—i-Au, X)—Zﬁ(u,;c)+ﬁ(u—Au, X>At+
(Au)
e 58] 2o 5] )
(Ax)
) fi(u+Au, x+ Ax)+ f, (u—Au, x—Ax)At_
2(Au)(Ax]
_p) ﬁ(u+Au, x—Ax)+ﬁ(u—Au, x+Ax)At
2(Au)(Ax)

V(u,x) EUxX={u+Au, ..., u — A u} x {x+Ax, ..., x — Ax}-re.
fin (U, X) esetén nem biztositott, hogy az valoban egy stirtiségmatrix abban az
értelemben, hogy lehetnek negativ komponensei, valamint

ZueUngxﬁ*JrAt <u> x>AMAX =1

nem feltétleniil teljesiil. Ezért minden iteraciéban a kovetkezo két korrekcios lépést
hajtjuk végre:

ok

= (1 )= max

f,ZA,(u,x),O} Vu,x)eUxX és

1 (u x): fﬁAf(”’ x)
o ZMEUZxEXf:jAt(u’ X)Aqu

Szamitdsaink soran az iteraciot egyenletes eloszlasbol inditjuk:

V(u, x) eUx X,

1

:wm V(u, x) eUxX.

1o (u, x)
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B) Bizonyitdsok
1. ALLITAS BIZONYITASA o A (14) sztochasztikus differencialegyenlet megoldésa:*

Y, =e oY, + [ naw, (F2)

t

amely akkor és csak akkor aszimptotikusan stacioner eloszlasa (lasd példaul Shreve
[2004]), haaz y = -@ykozonséges differencialegyenlet erdsen stabil, azaz ha © min-
den sajatértékének a valods része pozitiv. Ez teljesiil, ha B[p'“al — pVal ] < 1/7 és
Bpa) > 0 egyarant fennall.

Tovabba, mivel (F2)-ben az integrandus determinisztikus, ezért Y, Gauss-eloszlast
Vt > 0-ra. A Wiener-folyamat szerinti integral varhato értéke nulla, igy

t— o0 t—o00 0

lim E[Y,|= lime ®Y, = [0] (F3)

ha © minden sajatértéke pozitiv, amelyet itt a korabbiak értelmében mar feltesziink.
Vezessiik be a p: (0, oo) — R**? jel6lést az Y, folyamat kovarianciafiiggvényére,

azaz p, = COV[Yt] = E[YtY,T] —E[Yr]E[Yj}. Legyen t elegend6en nagy, hogy (F3)
miattp, ~ E [YthT]. Ekkor

dp, = dE[Y,Y," | = E|d(Y,Y")

= E[(dY,)Y, |+ E[Y,(dY])
=—OE|Y,Y, |dt —E[Y,Y,|©"dt + £XTdt =
=p=—0p—pO +XX".

+E[dYdY,|=

Az aszimptotikus gaussi eloszlas kovarianciamatrixat kapjuk meg, ha p=0, és meg-
oldjuk a vonatkozé egyenletrendszert. "

2. ALLITAS BIZONYITASA o A (15) sztochasztikus differencialegyenlet egy id6homogén
egydimenzids Ito-folyamat az alabbi,

dx,=b(x,)dt+o(x,)dW,

t

formaban, ahol esetiinkben a volatilitas konstans: o (x,) = &' = 0. Cherny [2004] f6
allitdsa alapjan az invarians eloszlas stirtiségfliggvénye ekkor

x 2b(y>
fulx)=C f °<?">"T(y)dy
- ofx)o’(x)

exp

~ A
ttet = Zk:oﬂ’ amelyre teljesiil a szokdsos (e*')' = Ae™ Gsszefiiggés.
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ahol /* az indefinit integralt jeloli, mig C> 0 egy megfelel normalizal6 konstans.
Helyettesitsiik be a megfelel6 fiiggvényeket:

b(y)= _\5 pal) ¢ 1} y+8p%alx tanh[{]
T X

és c(x) = 0(5),

és megkapjuk az invarians eloszlas stirtségfiiggvényét:

285909 (x* ) 1
) 1’()7U() 1 gpa)
cosh[*J o[a) exp|—L———x"|.
x

flx)=¢ Ty

Mivel cosh (x) fiiggvény exp (x) nagysagrendben nd a plusz és minusz végtelen ira-
nyéba is, f_(x) fiiggvény exp (—x’) nagysagrendben cseng le, igy f. (x) integralhatd,
és valoban stirtiségtiiggvény. .

3. ALLITAS BIZONYITASA o f,_(x) - (16) egyenlet- egymdduszu, ha f (O) <0, mig
kétmoduszu, ha f;/ (O) >0:

fr(0)<o,
26p%a (x* )
O ()
(e} (O' : ) B 2 T - 0,
(x) o(o)
L pal)

J (e 1
5[1,( o) _p(f)a(ﬂ} < .
-
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