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A tOkepiaci eszkozarazasi modell harom
iddszakos kiterjesztése

Jelen tanulmanyban megmutatjuk, hogy a tékepiaci eszk6zarazasi modell (CAPM)
levezethetd egy harom idészakos altalanos egyensulyelméleti modellbél is, ami
felveti a CAPM hosszu tava alkalmazhatdsagat is. Bebizonyitjuk tovabba, hogy a
modelliink Pareto-hatékony megoldast eredményez.*
Journal of Economic Literature (JEL) kod: D53, G12.

A t6kepiaci eszkozarazasi modell — amelyre szinte mindig CAPM-ként (Capital Asset
Pricing Model) hivatkozik az irodalom - pontos becslést ad egy adott eszkoz kocka-
zata és varhat6 hozama kozotti kapcsolatra. Ez a modell tulajdonképpen a kockazatos
eszkozok egyensulyi varhaté hozamara vonatkozo becslések dsszessége.

A CAPM-egyenlet levezethet6 egy két idGszakos altalanos egyensilyelméleti
modellbél is, ami megnyugtatd elméleti megalapozottsagot nyujt a modern portfdlio-
kezelés alapvetd eszkozéiil szolgald varhaté hozam-béta kapcsolathoz.

Jelen tanulmanyunkban a fogyasztasi alapt eszkozarazas modelljének harom idésza-
kos kiterjesztését vizsgaljuk. Ennek a Kiterjesztésnek szamos teriileten lehetnek rendki-
viil jelentds alkalmazasai. A minimum hdrom idgszak elengedhetetlen példaul a hosz-
szu lejaratu pénziigyi eszk6zok modellezéséhez, illetve az id6inkonzisztens viselkedés
beépitéséhez is. Bemutatunk egy harom iddszakos, egytermékes, intertemporalis alta-
lanos egyenstlyelméleti modellt, a pénziigyekbdl mar jol ismert CAPM drazasi képlet
fogyasztasi alapu valtozatat (Consumption-Based Capital Asset Pricing Model, CCAPM).
Bebizonyitjuk, hogy a fogyasztasalapu CAPM arazasi formuldja levezethetd az altalunk
felvazolt harom idszakos modellbdl is, amelyre a szakirodalomban még nincsen példa.

A modelliink alapjaul szolgalo két idészakos, mar ismert arazasi formulakat jol
leirja példaul LeRoy—Werner [2001] konyve, amelyre a tanulmanyban t6bb ponton
épitiink. Az altalanos egyensulyelméleti megkozelités lehetGséget nyujt a piacok haté-
konysaganak vizsgalatara is.

* A szerz8k koszonik a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovacios Hivatal tdimogatasat (FK 125126).
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Tanulmanyunk madsik f6 eredménye, hogy a joléti kozgazdasagtan elsé tétele
a harom id6szakos modelliinkben is teljestil.

Az intertemporalis pénziigyi-gazdasagi modell felépitése

A konnyebb attekinthetdség, rendszerezettség és az egyértelmiisités okan jelen fejezet-
ben dsszefoglaljuk a hasznalt fogalmak tanulmanybeli értelmezését, ismertetjiik a fébb
definiciokat, feltevéseket, melyek sziikségesek a modell mitkodéséhez. Ezen struktura
létrehozasaban elsésorban Habis-Herings [2011]-re tamaszkodunk.

Tekintsiink egy harom id8szakos modellt, ahol a periédusokat t € {0, 1, 2} = Tjeloli.
Minden ¢ >0 idészakban egy esemény a véges sok koziil teljesiil. Minden s € S alla-
potban megvaldsul6 eseményt a t-edik periédusban s, € S -vel jeloliink, ahol az S,
szamossaga S, és S=UJ,S, minden t € T esetén. A t=0-ban definialjuk ezt s,= 0-val.
Fejezziik ki s, -szal az s, utodait, azaz az s -t kovetd dllapotokat minden t=0, 1-re, és
s, -szal az s, el6deit (az s,-t megel6z6 dllapotokat) minden t =1, 2 esetén. Minden peri-
6dusban van egyetlen, nem tartds fogyasztasi joszag.

A neoklasszikus kozgazdasagtan feltevéseinek megfelel6en racionalis, azaz haszon-
maximalizald (6nérdekkovetd) viselkedést feltételeziink. A racionalis fogyasztok toké-
letesen eldrelatnak (perfect foresight), aminek a lényege, hogy dontéshozataluk id6pont-
jaban meglevé tudasuk elégséges ahhoz, hogy optimalis dontést hozzanak. A gazdasag-
ban véges szamu, h € H raciondlis fogyaszt6 van jelen. Minden h € H alany rendelkezik
(efl ):,e{O}USluSZ e RV indulokészlettel és preferenciakkal a (cf1 )€ RS+
fogyasztasi kosarakra, ahol s, {0} US,US.,.

Minden szereplé preferencidjat egy Neumann-Morgenstern-féle hasznossagi
fiiggvény reprezentalja, amely az id6 fliggvényében elkiilonithetd részekre bonthato.
A 0-adik iddszaki hasznossagi fiiggvény a racionalis fogyaszt6 esetében
uh(ch):vg(cg)—kélz,oslvs( )+6(5 Zps Zps S(Sz), 1

s,€s)
ahol p, jeloliazs, esemeny bekovetkezesenek objektiv val6szintségét, p, pedigs, el6-
fordulasanak felteteles Valoszmusege és feltétele, hogy s, bekovetkezett. A s ,egy 1id6-
szakos diszkontfaktor, és v/ egy Bernoulli-féle hasznossag1 tiggvény.

Tanulmanyunkban el fogjuk fogadni az 1. FELTEVEST.

1. FELTETEL « Feltételezziik, hogy p, >0 minden s, € S, esetén, és E P =
Es o P, =106,6,>0,a Valoszmusegek és a dlszkontfaktorok meglegyeznek
a szzerezplok kozott, és a Bernoulli-féle hasznossagi fliggvény szigoruan novekvo.

Tovabbé ¢" € X", ahol X" C R'"*"* a h szerepl6 fogyasztasi vektora.

Vegyuk észre, hogy a p, >0 feltétel minddssze annyit jelent, hogy a gazdasdgi
szereplok csak azokat a ]ovobeh kimeneteleket veszik figyelembe, amelyeknek az
objektiv bekovetkezési valdszintisége pozitiv, azaz a valdszinttlen események nem
befolyasoljak a hasznossagukat. Tovabbi egyszertsité feltevésiink, hogy minden
gazdasagi szerepld azonos diszkontfaktorokat alkalmaz, és nincs telitédési pontjuk.
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Jeloljiik J -vel a pénziigyi eszkzoket minden egyes s, € {0} U S, esetén. Adott
s, allapotban létezd eszkozok Osszessége legyen J,. Mlnden] ed1k eszkoz d,
(Veletlenszeru) osztalékokat fizet ki s
osztalékok vektora d, = (d

Wi
€S Vllagallapot bekovetkezésekor. Az
o ds J, ), ahol s,€85,US,, és a kifizetési matrixok

5,12 0"

A =, ... d ) ]R‘ 5 , ahol s, € {O}US A j-edik eszkoz ara s, € {0}US, vilagal-

St

lapot esetén g, 6 R. Az eszkozérak vektorit g, (qs,,p o q ) jelzi, és az drak
Osszessége az allapotok sordn q =(q, ), cfojus - Feltételezzﬁk hogy az eszkozok pia-

can a nett6 tulkinalat nulla. Mlnden s,€ {0} US, vilagallapotban a h-adik szerepl6
Hh (A ,0:’ ) E R portfohot tart.

5,12 U220t

AzE=[(u", €"),_, W HD (Asl ):tE{O}USI]
fiiggvényei és készletei, valamint a kifizetési matrixok hatarozzak meg.

Az 1. pEFIN{CIO a tokéletes verseny klasszikus definiciojat mutatja be. A fogyasz-
tok egy korlatos haszonmaximalizalasi feladat alapjan hatarozzak meg a fogyasz-
tasi palyajukat és a portfélidjukat, azaz koltségvetési és megvaldsithatdsagi korla-
tok mellett dontenek.

pénziigyi gazdasagot az alanyok hasznossagi

1. DEFINICIO o A tokéletes versenyzdi egyensiily egy £ gazdasag portféliéallomanya
[0 =0",0%,...,0™) € RHX]X(51+1)],fogyasztésai [c"=(c",c", ..., e RHX(S‘”z“)] és
Vs, € {0} US, esetre ], eszkozeiésazezekheztartozd eszkozdrak[q, =(q, 1> - g, ; )]
altal meghatdrozott, és kielégiti az alabbi feltételeket:

1. h=1, 2, ..., H fogyaszto esetén

(ch*, 9’”) carg max u" (ch >, amelyre fennall ()

Ch c Xh, ﬁhe ]R]X(Sﬁ»l)

h h__ h
2 +%00 =€

h W h h .
¢, +q,0, =e +d. 0 s ES, esetén,és

cfz = efz +d5295h, s,€S, esetén,

2.

H

> 0" =0, 3)
h=1

3.

H H

Zch* = Zeh. 4)
h=1 h=1

Lathato, hogy a harmadik feltétel mindig teljesiil, ha az els6 és a masodik is teljestil.
Ha az 1. FELTETEL teljesiil (azaz a szerepl6k szigortian névekvé hasznossagi fiigg-
vényekkel rendelkeznek), az egyensulyi arak kizarjak az arbitrazslehet6ségeket az
alabbi, 2. DEFIN{CIO dltal meghatdrozott mdédon.
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2. DEFINICIO o A q eszkozarak arbitrdzsmentesek, ha nincs olyan 0" = (0" ). . ojus’
amelyre igaz, hogy

4,0, <0, ()
Vs, €5US,:q,00 <AO", (6)
ahol legalabb az egyik egyenl6tlenség szigoruan teljestil.

§+S,

3. DEFINICIO o A piacokat teljesnek nevezziik, ha minden y € R
las esetén létezik egy olyan (9 ) 5 portfolioterv, amely esetén

Vs, €8 :dﬁ@: —qsﬂs =y

jovedelemaram-

S {O}U

¥, €8,:d, 00 =y,

Azaz minden egyes s,€ {0} US, vilagallapotra és s, kozvetlen kovetSiben jelentkezd
tetsz6leges kifizetéshez 1étezik egy portfdlio, amely generélja ezeket a kifizetéseket.
Ilyen portf6li6 akkor és csak akkor létezik, ha A, rangja |s; !

1. ALLITAS « Ha nincsen arbitrdzsra lehetéség a pénziigyi piacokon, és a piacok tel-

jesek, akkor létezik egy egyedi, szigoriian pozitiv, dllapotokhoz tartozé drvektor
S +1 .

[(mr, )S[E{O}US1 e R, amelyre igaz, hogy

q, = 7r: A, (7)

B1zoNYITAs « Azallitas bizonyitasa megtalalhaté Magill-Quinzii [1996] konyvében. =

Az alabbi két feltételt, valamint az 6ket kovet6 jelolésmodot elfogadjuk és alkalmaz-
zuk a dolgozat egészében:
1. Az 1-eseszkozkockdzatmentes, tehdtd, | =1Vs, € § US,,ésahozamaR, = 1/ q, v

2. 6s {c"e X"u"(c") > u"Ee"} cint(X" ) ami biztositja, hogy ne forduljon elé
a fogyasztas szempontjabdl hatdrponti megoldas egy szerepld maximalizaldsi
problémaja soran.

AzE (c_)ac_ varhat6 értéke, feltéve, hogy az s, vilagallapot bekovetkezett, azaz

E (c.)=)

C
+ 175, 75, "
t St 1€5; ot

Hatékonysdg

A joléti kozgazdasdgtan elsé tétele kimondja, hogy a teljes piacok egyenstilya a fogyasz-
tasok Pareto-hatékony feloszlasat eredményezi. Egy felosztds Pareto-optimalis, ha
a teljes készletet lehetetlen olyan mddon tjra felosztani, hogy egy vagy tobb szereplé

'Az A, rangjéra vonatkoz0 feltétel jelen modellbeli fontossaganak részleteit lasd Habis-Herings [2011].
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jobban jarjon, anélkiil hogy barmelyik masik alany rosszabbul jarna. Specidlisan,
a fogyasztas egy ¢"allokdci6ja Pareto-optimalis, ha nem létezik olyan megvalésithatd,
alternativ ¢" felosztasa az er6forrasoknak, amely

H H
=", ®)
h=1 h=1
minden alany altal gyengén preferalt,
u'(c")y > (), ©)

és szigortan preferalt legaldbb egy fogyaszt6 altal ugy, hogy a (9) egyenlet szigoru
egyenl6tlenségként teljesiil legalabb egy fogyasztora.

2. ALLITAS (A JOLETI KOZGAZDASAGTAN ELSO TETELE) « Legyen (0, ¢*, q°) egy ver-
senyzdi egyensiily E-ben. Ha az eszkozik piaca teljes, akkor ¢* Pareto-optimalis.

B1zONYITAS « A bizonyitast indirekt médon végezziik. Tegyiik fel, hogy ¢ az egyen-
sulyi fogyasztasi allokacio a teljes piacon, és hogy létezik egy olyan megvaldsithato
¢" elosztas, amelyre u"(¢") > u"(c”") minden h esetén tigy, hogy az egyenlStlenség szi-
goru valamennyi h-ra.

Felhasznélva az 1. DEFIN{CIO keretrendszerét, a ¢ fogyasztasi terv az u"(c") hasz-
nossagot maximalizalja a koltségvetési korlat betartasaval:

h=el — TI'OdSl(Q:, (10)
c;‘lh = e: —|—d51¢9: - Wsldsﬁ: , (11)
c'=e +d.0, (12)

ahol 7, az dllapotokhoz tartozo drak egyedi vektora g, drakbol. Fontos megjegyezni,
hogy 7, szigorian pozitiv.

Megszorozva a (12) egyenletet 7, -gyel, és hozzdadva a (11) egyenlet megolddst,
kapjuk:

c:lh +, C;h — efl + ei +d, 0. (13)
Megszorozva a (13) egyenletet 7 -val, és hozzdadva a (10) egyenlet megolddsat, kapjuk:

al+ WOCZh + Wowslcjzh =e) —|—7roef1 + 7T07T51€f2, (14)
ennélfogva az eredeti hasznossagmaximalizalasi problémahoz tartozé koltségvetési
korlatok a (2) egyenletben ekvivalensek a (14) egyenlettel. Kovetkezésképpen az opti-
malis ¢ fogyasztasi terv maximalizalja az u”(c")-t, figyelemmel a (14) feltételre. Mivel
u" (") szigortian nove,

~h ~h ~h *h h *h
Gy +myC, + T, C =€y F e e C, (15)
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minden h eseten, 521g0ru egyenlotlenseggel valamely h szerepldre, aki szamara szi-
gordan jobb a ¢", mint a ¢’ Osszegezve ezt az dsszes szereplére és felhasznédlva a (14)
egyenletet, azt kapjuk, hogy

H H H

~h ~h ~h
E ¢, + E moC,, + E T, Cg > €+ e, +m T e, (16)
h=1 h=1 h=1

ami ellentmondésban all azzal a feltételezéssel, hogy a fogyasztas ¢" allokaci6ja meg-
valdsithato. .

Ez az allitds nagyon fontos, aldtdmasztasaval 4j eredményre jutottunk. Elengedhe-
tetlen volta a hdrom id6szakra vald kiterjesztésében keresendd, ezen tjonnan igazolt
tulajdonsag altal lehetdségiink lesz a modellt is harom idészakra felirni és ekkor is
Pareto-optimalis megoldast talalni.

Amikor a piacok nem teljesek, a fogyasztas egyensulyi elosztasai altalaban
nem Pareto-optimalisak, és a joléti kozgazdasagtan elsé tétele nem 1ép érvénybe,
ugyanis elé6fordulhat, hogy a szerepl6k nem képesek végrehajtani az optimalis
allokaciohoz sziikséges kereskedést. Az egyensulyi fogyasztasi elosztasok azonban
optimalisak lehetnek korlatozott értelemben. Ekkor a hatékonysag egy kevésbé
ambicidzus értelmezésére tériink at. Vajon jol miikddnek-e a piacok amellett, hogy
az eszkozpiaci forgalmon keresztiil lehetetlen a szocialis jolét emelése? Ha a haté-
konysagot ugy értelmezziik, mint egy tarsadalmi tervezd®éltal kivitelezett prog-
ram végrehajtasat, ahol a tervezé bizonyos célokat kovet, megkiilonboztethetiink
rovidlato és elérelatdé dontéshozoé tipusokat.

A fenti eredmények titkrében bizakodhatunk abban, hogy ezen korlatozott esetben
is belathatdk a targyalt tételek, azonban ez egy késébbi kutatas targya. Ebben a feje-
zetben tehat megismertiik a modell struktuarajat, a kovetkez6 fejezetben bemutatjuk
a fogyasztasi alapat CCAPM modellt.

A fogyasztasalapu eszkozarazas modellje

A CAPM édrazasi modell a modern pénziigyi kozgazdasagtan egyik népszert témaja
és kozponti targya. Szamtalan értekezésben kérddjelezik meg hasznalhatésaganak
korét, feltételezései sziikségességét, allitasai igazsagat. Kiilonlegességét mutatja az
1950-es évekre visszanyulo torténete és mindazok a nagy nevek, akik kutattak, djra-
gondoltak és tovabbfejlesztették (French [2003]).

Az ismertetést a CAPM f6bb vonasainak felvazolasaval kezdjiik, majd attériink
a szamunkra érdekfeszitdbb fogyasztasi alapu eszkozarazasi (Consumption-Based
Capital Asset Pricing) modellre.

? Angolul social planner, jelentése egy olyan gazdasigi szereplé, aki gy hozza déntését, hogy azaltal
a tarsadalmi jolétet maximalizdlja.
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A tékepiaci eszkozok drazdsi modellje: CAPM

A kovetkezdkben roviden bemutatjuk a tékepiaci eszkozarazasi modellt Bodie és szerzd-
tdrsai [2011] 9. fejezete alapjan. A tékepiaci eszkozarazasi modell - amelyre szinte min-
dig CAPM-ként hivatkozik az irodalom - pontos becslést ad egy adott eszkdz kockazata
és varhato hozama kozti kapcsolatra. E kapcsolatnak két létfontossagu funkcidja van.

A t6kepiaci eszkozarazasi modell tulajdonképpen a kockdzatos eszkézok egyensulyi
varhat6 hozamadra vonatkozo becslések dsszessége. A modern portfoliokezelés alapjait
Markowitz [1952] fektette le. A konkrét CAPM-et csak 12 évvel késdbb hozték létre,
a kifejlesztéséhez harom cikk kapcsolhato: Sharpe [1964], Lintner [1965], Mossin [1966].

A CAPM modell feltevéseit és allitasait jelen tanulmanyban nem részletezziik,
mindezek elolvashatok Bodie és szerzotdrsai [2011]-ben, de ebbdl a kotetbdl kieme-
link néhany elméleti pontot.

A modell feltételei szerint egy értékpapirbol szarmazé varhaté hasznossag csak az
adott értékpapir hozamanak varhat6 értékétdl és szorasatdl fiigg. A piaci portfolié
kockazati prémiuma megadhaté a kockazatanak és a reprezentativ befektet6 kocka-
zatkertiilési mértékének az aranyaban:

E(rM)—Rf:ZUfW, 17)
ahol r, a piaci hozam, R a kockdzatmentes hozam, o, a piaci portféli6 variancidja és
A az alanyok 4ltalanos kockazatelutasitasanak mértéke. Az egyedi pénziigyi eszko-
z0k kockazati prémiuma aranyos a piaci portfolio kockazati prémiumaval, valamint
az értékpapir béta koefficiensével. A béta egyfajta mérték, amely azt mutatja, hogy
az értékpapir hozama és a piaci hozam mennyire mozog egyiitt:

cov(r, r,,)
B; = — (18)
UM
és a kockdzati prémium az egyedi értékpapirok esetén:
cov(r,, r,,)
E(rj)—Rf:O%[E(rM)—RI]:ﬂj[E(rM)—Rf]. (19)
M
A CAPM egyiklegnépszertibb médja a varhaté hozam-béta kapcsolat vizsgalata. Ha ez
a mutato igaz egyedi eszkozokre, akkor igaznak kell lennie az eszk6zok barmely kom-
binacidjara is. Ezt a kapcsolatot tekinthetjiik tigy, mint egy jutalom-kockazat egyen-
letet. Az eszkozbéta jOl mutatja a kockazatot, mert ardanyos azzal a kockdzattal, amivel
az értékpapir hozzajarul az optimalis kockazatu portfolidhoz. A varhaté hozam-béta

kapcsolat grafikus abrazoldsa az értékpapirpiaci egyenes (security market line, SML).
CCAPM, avagy a fogyasztdasalapii eszkozdrazds
A fogyasztasi alapu eszkozarazas modelljét (CCAPM) szintén a Bodie és szerzétdrsai

[2011]-ben talalhaté dokumentdcid segitségével prezentaljuk. A CAPM kozéppont-
jaba most kozvetleniil a fogyasztas kertil. El6szor ilyen modelleket Rubinstein [1976],
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Lucas [1978] és Breeden [1979] hoztak létre. Egy élethosszig tart6 fogyasztasi tervet
vesziink, ahol a szerepléknek minden periédusban donteniiik kell vagyonuk felosz-
tasardl a mai fogyasztas, valamint a jovébeli fogyasztast biztosité megtakaritasok és
befektetések kozott. Akkor ériink el optimumot, ha a mai napon egy potlélagos pénz-
egység hasznossaga megegyezik annak a varhatd jovébeli fogyasztasnak a hasznossa-
gaval, amelyet ugyanezzel a pétlolagos pénzegységgel finanszirozunk. Az altalanos
modellekben a munkabér és az optimalis teljes portfolioba fektetett pénzegységek
hozama névelheti a jovébeli vagyont.

Egy pénziigyi eszkoz a fogyasztast tekintve kockazatosabb, ha a kovarianciaja
a fogyasztas novekedésével pozitiv értéket vesz fel. Mas szavakkal, a kifizetése akkor
magasabb, amikor a fogyasztds szintje mar magas, és akkor alacsonyabb, amikor
a fogyasztds relative korldtozott.” Ebbél adédéan azon eszkdzdk esetében magasab-
bak az egyensulyi kockdzati prémiumok, amelyek magasabb kovarianciat mutatnak
a fogyasztas novekedésével. Ez alapjan egy értékpapir kockazati prémiuma a fogyasz-
tas kockazatanak fuggvénye lesz:
ER;) =B [E(rc) — R} (20)

J

ahol a C portfolié értelmezhet6 fogyasztdskivetd portfolioként, amely a fogyasztasno-
vekedéssel jaro legmagasabb korrelacioju portfélio. A (3. a j-edik eszkdz R; tobbletho-
zamaira felirt regresszios egyenes meredekségi egytitthatdja, azaz a regresszios fiigg-
vény magyarazé valtozoi a fogyasztaskovetd portfolio tobblethozamai. A kordbban
mar defindlt R, kockdzatmentes hozammal pedig az [E(rc) — R ] kifejezés a fogyasz-
tas bizonytalansagatol fiiggd kockazati prémium, amelyet szintén a fogyasztaskovetd
portfolié varhatd tobblethozama hataroz meg.

Lathato, hogy mennyire hasonlit ez a hagyomanyos CAPM-hez. A fogyasztasko-
vetd portfolio jatssza a CAPM piaci portfolidjanak a szerepét. Az eredeti tékepiaci
eszkozarazasi modellel szemben azonban a CCAPM-ben a piaci portfolié megfele-
16jének bétaja nem feltétleniil 1, s6t teljes mértékben életszer(i és empirikusan alata-
masztott, hogy ez a béta nagyobb 1-nél. Ez azt jelenti, hogy a linearis kapcsolat a piaci
index kockazati prémiuma és a fogyasztasi portfolio kozott:

E(RM) =0yt 6MCE (RC) Tt Ewp (21)

ahol o, és ¢, biztositja a lehetséget az empirikus elhajlasokra az egzakt (20) egyen-
lettel felirt modelltdl, és a 3,,. nem feltétleniil egyenld 1-gyel.

A fogyasztasalapu pénziigyi eszkdzarazas modelljének vonzereje az, hogy kom-
pakt modon magaban hordozza a fogyasztas fedezetének lehet6ségét (consumption
hedging) és a befektetési lehetéségek lehetséges valtozasait; mindezt beépitve a hoza-
mok eloszlasanak paraméterébe egy egytényezGs keretrendszerben.

Rovid osszefoglalasképp tehat felirjuk a CCAPM egyfajta definicidjat.

4. DEFINICIO o A fogyasztasalapu t6kepiaci eszkozarazasi modell (CCAPM) egy
egytényez6s modell, amelyben a piaci portfélio tobblethozamat a fogyasztaskovetd

? Erre felhivjuk a figyelmet a harom iddszakos modell kifejtése sordn is.
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portfélié tobblethozamaval helyettesitjiik. Ez a modell a befektet6knek a fogyasz-
tas valtozasara valo érzékenységével hozza Osszefliggésbe a pénziigyi eszkozok
kockdzatat.

CAPM-egyenlet harom idészakra

A kovetkez6kben bebizonyitjuk, hogy a 3 arazasi formula, amely egy kockazatos esz-
koz hozamat hasonlitja a piaci portfélio hozamahoz, levezetheté harom idészakos
pénziigyi altalanos egyensulyelméleti modellbdl is. Jéllehet a CAPM kiilonb6z6 szi-
tuaciokban (hianyzo feltételek, kiilonb6z6 kornyezet) valé megtestesiilése megany-
nyi publikdcié témajat képezte mar, ez a megkozelités egyedinek tekinthetd. A t6ke-
piaci eszkozarazasi modellt az eddigiek soran nem terjesztették ki harom idészakra,
és ennek igazolasa jovébeli kutatasokra var, felveti a CAPM hosszu tavra valo alkal-
mazhatdsaganak lehetségét is.

A jeloléseket és a gazdasagi kornyezetet a tanulmany elején mar ismertettiik.
A dontéshozok optimalizdlasi folyamatanak kozgazdasagtani és matematikai felira-
sdhoz, valamint a tovabbi egyenletek levezetéséhez LeRoy-Werner [2001] megfeleld
részeire timaszkodtunk.

Ahogyan az altalanos modellek felépitése a kozgazdasagtanban, a mienk is a hasz-
nossagi fiiggvény felirasaval indul. Ennek megfelel6en a h véges szamu racionalis
egyén hasznossagi fliggvénye

u" (ch ) — vé’ (cé’ > +9, Z Py vf‘l (C: ) +6,6, Z Py Z P, vfz (cf’Z ), (22)
SES 5€S 5,e87

amelyet maximalizalni szeretnénk. A maximalizalas azonban tobb feltételhez is kotve
van: egy személy nem fogyaszthat végtelen mennyiséget, mert adott nagysagu kész-
letei, bevételei és akar koltségei is vannak. A koltségvetési korlatokkal mar talalkoz-
hattunk is, a (3) és a (4) egyenletek irjak le ezeket.

A hasznossagi fiiggvény feltételekhez kotott maximalizalasahoz a Lagrange-
modszert hasznaljuk, ahol )\S’j—val jeloljiik a Lagrange-multiplikatorokat. Ez az elja-
ras hatékonynak bizonyul a fiiggvények szélséértékének megkeresésében, mikoz-
ben biztositja, hogy a megkotések is teljesiiljenek, ezért lesz szamunkra is alkalmas.
A Lagrange-fiiggvény, ha a hasznossagi fiiggvényt maximalizaljuk, és a koltségvetési
korlatok a feltételek, a kovetkezd:
c=u" (ch)—)\é1 (cg —eg +q0«9(’;)—)\: (cf1 +q519h —e: —dslﬁé‘)—

Sy

~X (e —et —d 0 ). (23)

Ennek a fiiggvénynek kell a valtozok (cg , c: , cfz , 0: , 9:: ) szerint vett parcialis deri-
valtjait egyenl6vé tenni nullaval, és ezaltal jut a fogyasztd optimumra (a parcialis
derivaltakat lasd a Fiiggelékben).

A parcidlis derivaltakat megoldjuk g, -re:
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h

qs, :A:t )\;1 ’

S,

hogy /\S’j =0, (24)

majd behelyettesitjitkk a \"-k megfelel6 értékét:
T, s )2
_ A 1t ¢ t t t t ,
. ! 81/2 (ci ) / é?cfr

és ezzel, ahogy az majd lathatd lesz, megkapjuk a kiilonb6z6 id6szakok fogyasztasa
kozotti helyettesitési hatarratat (Marginal Rate of Substitutions, MRS). A (25) egyen-
let azt jelenti, hogy barmely h alany minden egyes s,€ {0} U, vildgéllapotban ugy
fektet be minden j-edik pénziigyi eszkozbe, hogy egy pétlolagosan hozzdadott egy-
ség g, ;hatdrkoltsége egyenld legyen a hatdrhaszndval, amely pedig h szerepld jové-
beli osztalékainak jelenértéke.

A varhato érték korabbiakban leirt definicidja alapjan behelyettesitiink a (25)
egyenletbe

(25)

B 0 V)4,

2. 9, vsi (c )
ezdltal mar meg is jelent az MRS, amely a t-edik idépontbeli és a t"-adik id6ponthoz
tartozo Osszes allapotbeli fogyasztasok kozott értelmezett. A helyettesitési hatarrata
kapcsan ki kell emelniink, hogy az egyes fogyasztokhoz tartozé MRS-ek akar kiilon-
bozhetnek is, a hasznossagi fiiggvény alakjabdl adéddan (példaul kockazathoz vald
viszonyuktdl fiiggden), azonban egyenstlyban ezeknek meg kell egyezniiik. Ennek az
egyezdségnek az eredményeként a teljes piacok feltételezésével egyetlen arat kapunk,
amely nem mas, mint a (26) egyenletben meghatarozott ar. A q, eszkozarakhoz defi-
nidljuk az;: , egy id8szakos hozamot olyan 0" ' portféliora, amelyre q, (95 =0 telje-
sul, az alébbl médon:

=E(MRS!A, ), minden s,€{0}US, (26)

A0
T;:’Hst = q ‘th : (27)

A hozam (27) képlete mutatja az altalanosan is ad6dé meghatarozast: a portfdlié
értékpapirjainak kifizetését osztjuk azok draval. Mar csak egy fogalom sziikséges
ahhoz, hogy levezethessiik a fogyasztasalapu eszkozarazas egyenletét, és ez a kovari-
ancia. Ennek csak a megszokott értelmezésével fogunk talalkozni:

E(yz)=cov(y 2) +E(y) E(2) (28)
formulat alkalmazzuk. Ezekkel a (26) egyenlet mar atirhato:

6 E [855‘1/; (ch*)rsrﬁs]

t+17s,

1= t -, (29)

h hx
a"s, VS[ (C )

* A jelolés egyszeriisitése céljabol a tovabbiakban egy f(x) fiiggvény x valtozoja szerint vett parcidlis
derivaltjat a megszokott Jf(x)/Ox helyett d_f(x) médon jelsljiik.
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amelyhez felhaszndlva a fenti definiciokat és a cov, (x_, y. ) kifejezést a feltételes
kovariancia jelolésére két valtozo kozott, az L

h h h hx

aﬂrvsf (C ) airvsf <C ) e J
h hx h hx

0CS[ Vs( (C ) acst vsi (C >

egyenletet kapjuk, amelynek atrendezését kvetden jutunk a varhaté egy idészakos
hozam:

) (rs?,ft, )Est

t+17"s,

6t +1 COVSr

1= (30)

o, v (c’”) cov, |0, V.. (Ch*)’ "0 }
B[, |-— e )
S smfo @) e
leirdsara, ahol az
o, v (ch*)
R/ = = (32)
6, E, 8% Vf; (ch*)

kifejezés a kockdzatmentes eszkoz egyperiddusos hozama.’ Ezzel és a (31) egyenlettel
adodik a fogyasztasalapu eszkozarazas egyenlete:

h h
0, v+(c*),r
4+ 5,

+
550,

cov,

s,
St

E, (rsf’es ): Rl -6, R/ (33)

t4+170, 863 V: (Ch*>
Ez az egyenlet azt mutatja, hogy a kockdzati prémium (ami a varhaté hozam és a koc-
kazatmentes kamatlab kiilonbsége) minden eszkoz esetében aranyos kamatlabanak és
azs, és s, vilagallapotok kozti helyettesitési hatarratanak a kovariancidjéval (negativ
aranyossagi allandoval). Szigoruan véve a 8, v'. (") /0, vZ (c") a (33) egyenletben
nemazs, ésazs kimenetek dllapottol fiiggd foéyatsztésa kozotti helyettesitési hatdrrata,
mivel hidnyoznak a valdszintiségek. Hasonloképpen a tovabbiakban is a fogyasztas
hatdrhasznossdgaként fogunk hivatkoznia 0, vf‘ (") kifejezésre, a valdszintiségek
hidnya ellenére. Nincs azonban oka annak, hogy ennél a terminolégiai pontatlansag-
nal megtorpanjunk, ugyanis nem szakadunk el a pénziigyi-kozgazdasagi irodalom-
ban szokasos mddtdl (LeRoy—Werner [2001]).
Egy szigortan kockézatkeriild dontéshozot tekintvead, v:. (c")azs'-beli fogyasztas

csokkend fiiggvénye. Ezért annak az értékpapirnak, amely rﬁagas kifizetésti, ha a fogyasz-
tas magas, és alacsony kifizetést, amikor a fogyasztas is alacsony, a varhaté hozama
meghaladja a kockazatmentes értékpapirét. Vegyiink egy eszkozt, amelynek akkor
magas a kifizetése, amikor a fogyasztas alacsony, és akkor alacsony a kifizetése, amikor
a fogyasztas magas! A fenti gondolatmenetet folytatva, egy ilyen eszkoz varhaté hozama
kisebb lesz, mint a kockazatmentes hozam. Ilyen értékpapirok felhasznalhatok arra,
hogy csokkentsék a szerepld fogyasztasanak a kockazatat. A viszonylag alacsony hozam

® A kockazatmentes eszkdz hozamara a LeRoy-Werner [2001]-ben talalhat6 Rs{ = I/ZS cpopusus 9
definiciot hasznaljuk, amely egyenstlyban megegyezik a levezetésbeli RS{ -fel. ' o
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viszonylag magas arat titkroz. Az az eszkoz, amely hozamanak az MRS-sel vett kovarian-
cidgja nulla, a kockazatmentes értékpapirral egyenld varhaté hozamu lesz.

A (33) egyenlet alapjan egy értékpapir kockazati prémiuma kizarolag a hozama
ésazs, és s, kozti helyettesitési hatarrata kovariancidjatol fiigg. Ez a kovariancia az
értékpapir kockazatanak mértékeként értelmezhetd, amelynek két szokatlan tulaj-
donsagat érdemes kiemelni. Egyrészt csak akkor hasznalhatd, ha egyensulyban van
a gazdasag. Masrészt viszont ez a kovarianciamérték nemcsak részleges, hanem teljes
rendezését adja a hozamok kockazatanak.

Ha a helyettesitési hatarrata allando, a fogyasztasalapa eszkozarazas a (33) kép-
let szerinti értelemben fair drat (tisztességes arat) szab meg. Két szituacioban lehet
az MRS determinisztikus: ha a szerepl6 fogyasztasa is determinisztikus, és ha a sze-
repl6 kockazatsemleges.

Ismerjiik meg most az egyén optimalizaldsanak tovabbi részleteit, amihez a kovet-
kez6 feltételben bemutatjuk a v: hasznossagi fuggvények (¢ + 1)-edik idészaki
fogyasztasban kvadratikus alakjat.

2. FELTETEL o Legyen minden fogyasztd Bernoulli-fiiggvénye a kvetkezé kvadrati-
kus hasznossagi fiiggvény:

vi (cff )= SzC: — I/Zat(cf[ ).

Behelyettesitve ennek derivéltjait a (33) eszkozarazasi egyenletbe, azt kapjuk, hogy

h
COVSt (§t+l _at+lcsl+ > rS;, 0 )
St

E, (rste ): Rsff _6t+1Rs{ h ’ (34)
o §r — Qg
amibdl kovetkezben egy tetszéleges j-edik eszkoz varhaté hozamara is felirhato:
6,0, R/
E, (u _):Rsf—kLﬂh‘co ) (c’i, r. ) (35)
t\ S, t Et_atcs[ t S Sio ]

Egy értékpapirpiaci gazdasagban (securities market economy) az aggregalt készlet az esz-
kozok kifizetései altal generalt altérben (asset span) van, ami azt jelenti, hogy ez elérhetd
valamely értékpapirokbol allo portfolio kifizetéseként. Ezt a portfoliot nevezziik piaci
portfolionak, amelynek hozamat jeloljik r;f -mel. A (35) egyenlet portféliok hozamara
is alkalmazhato. Kivaltképp alkalmazhaté az rff piaci hozamra, és ezért

6,0, R/ W
R A (36)

t t

is helytallo. Elosztjuk a (35) egyenletet a (36) egyenlettel, miutdn az R/ levonasra

keriilt mindkett6bdl, ezaltal elhagyjuk a d, , ,c, +1Rs{ / (ft - O‘:C: ) kifejezés:[, ésaz
E, (rs+ ,)—RS{ cov, (cs_, r. )
o) _ t ) (37)

E, (ry)—RSf cov, (c+, rfd)
t\ S, t t S

St

egyenlethez jutunk, feltéve, hogy a piaci kockazati prémium nem nulla.
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Ha az egyensulyi fogyasztas a piaci és a kockazatmentes értékpapirok kifizetései éltal
generalt altérben van, akkor ¢”, és r, tokeletesen korrelalnak. Ennek megfeleléen c” ¢
helyettesithet6 . M mel. Vegu1 egy 6 e R" portféliéra definialjuk ﬂe -t:

5 :cov (“r 9)

! var (ﬂ)

t

(38)

Eza Be lesza CCAPM modell korabban is emlitett fogyasztasi bétaja, amely egy adott
pénziigyi eszkoz kockazatanak viszonyat mutatja a piaci kockazathoz.

Most, hogy mar minden sziikséges eszkoziink és egyenletunk megvan hozza, lat-
hatjuk, hogy a (39) CAPM draz6 formula minden Hh € R esetén fennall, tehat

Esi (rsf,ﬁ)_Rsx = /895, {Esx (rs:r )_RS{ >

amely nem mds, mint a CAPM értékpapirpiaci egyenesének (security market line)
egyenlete:
E, (rf) —R/|.

E, (rsﬁ 0) =R! +0,

A feltevés, amely szerint az egyensulyi fogyasztas a piaci és a kockazatmentes érték-
papirok kifizetése altal generalt altérben van, trividlis egyetlen reprezentativ szereplés
gazdasagban (representative-agent economy), mivel ekkor minden egyes dontéshozd
egyensulyi fogyasztasa egyenlé a piaci portfolio kifizetésének egy fore jutd részével.
Mivel feltettiik, hogy mindenkinek ugyanolyan kvadratikus hasznossagi fiiggvénye
van, ezért ez az altalunk felvazolt gazdasagra is igaz.

Ezaltal belattuk, hogy a harom idészakos haszonmaximalizalasi modellbél is
levezethet6 a jol ismert CCAPM - azaz a szakirodalomban eddig ismert két id6-
szakos modell eredményeit kiterjesztettiik egy harom idészakos modellre. Ez az
eredmény 6nmagaban is komoly jelent6ségt, de alapjaul szolgalhat szamos késébbi
kutatasnak, amelyeknek alapkovetelménye egy tobb idészakos modell, ilyen pél-
daul a hosszu lejaratu értékpapirok elemzése vagy a nem teljes piacok hosszu tava
hatékonysaganak kérdése is.

(39)

(40)
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Fiiggelék
Parcidlis deriviltak

A racionalis fogyaszté Lagrange-fiiggvényének parcialis derivéltjai, amelyeket egyen-
16vé tesziink nullaval:

% 81}3(63)—)\?:0

och N e,
h h

8Eh 61251651 p’lavsl (CSI ) h

h = h B >\51 = 0,
6651 (9651

h h

oL 6162 Zslesl Py s,€8” pszavsz (CSZ) h

h = h B >\52 = 0’
8652 8C52
8L’h h h
7:—)\0q —l—ds]AS‘:O)
0" ’
oc

8? = _)\s,?qs] +dsz)\shz =0.

A fogyasztas szerinti derivaltak ekvivalensek a

Au'()y=N" (F1)
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matrixegyenlettel, ami azt jelenti, hogy = 0-ban a Lagrange-multiplikatorok a hasz-
nossagi fiiggvény megfeleld vilagallapothoz tartozé fogyasztas szerinti parcidlis deri-
valtjaival egyenl6k. A portfolidallomany szerinti derivaltak pedig a

—q N +A N =0, Vs e{ojus,

egyenlettel megfeleltethet6k.
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