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CSOKA PETER

Az adossagelengedés modellezése
kooperativ jatékelmélettel

Gyakori jelenség, hogy a hitelez6k a vallalatokat (orszagokat, allamokat, egyé-
neket és mas szervezeteket) adéssagelengedésben részesitik. A f6 kérdés az, hogy
miként osszuk el a vallalat eszkozeinek értékét a hitelezok és a vallalat kozott.
Csoka-Herings [2017] atvalthato hasznossagu kooperativ jatékokkal modellezte a
problémat, és a 1étrejovo jatékokat tartozasos jatékoknak nevezte. Tanulmanyunk-
ban bemutatjuk a tartozasos jatékokat és tulajdonsagaikat, majd belatjuk, hogy a
Shapley-érték is tekinthet6 tartozasrendezési szabalynak. A szokasos csédjatékok-
kal szemben a tartozasos jatékok f6 tjdonsaga, hogy benniik a vallalat is jatékos, és
fizetésképtelen esetben is szigoruan pozitiv kifizetést kaphat, vagyis kimenthetik.
Ilyen értelemben a puha koltségvetési korlat szindromajat leiré modellek egyik val-
tozatanak is tekinthetjiik az adossagelengedés kooperativ jatékelméleti modelljét.*
Journal of Economic Literature (JEL) kéd: C71, G10.

Bevezetés

Gyakori jelenség, hogy egy gazdasagi szereplé megegyezik hitelezéivel vagy azok
egy részével abban, hogy csokkentsék a fennalld addssag névértékét, vagy csokkent-
sék és iitemezzék at a fizetéseket. Egy hitelezé addssagelengedésre vonatkozd meg-
allapodasa a kovetelése értékének csokkenését jelenti. Orszagok esetén Arslanalp-
Henry [2005], D’Erasmo [2011] és Benjamin-Wright [2009] is kortilbeliil 30-40
szazalék addssagelengedést talalt. Az atmeneti és a nyugati gazdasagok vallalatait
Osszehasonlitva, Schaffer [1998] azt figyelte meg, hogy az atmeneti gazdasagok val-
lalatai ugyanakkora addssagelengedést kaptak kereskedelmi hiteleikbél a bankok-
tol, mint a nyugati véllalatok, de adétartozasaikbol az dllam tobbet engedett el.'

* A szerz6 koszoni az NKFIH K109354. és K120035. szamu kutatdsi projektjeinek a timogatésat és a
Magyar Kozgazdasiagtudomdnyi Egyesiilet 2017. évi konferencidjan kapott hozzaszoldsokat.

' Az allamcs3dokrél bévebben magyarul lasd a Vidovics-Dancs [2013] és [2014] tanulmanyokat, a
vallalati cs6dokrél pedig a Virdg-Kristéf [2005] tanulmanyt és az arra hivatkozo cikkeket.
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Fizetésképtelenek lehetnek orszagok, allamok, vallalatok, egyének és mds szervezetek
is, ezekre a gazdasagi szereplGkre 6sszefoglaloan a vallalat kifejezést haszndljuk a tanul-
manyban. A Cséka-Herings [2017] altal elemzett tartozasos problémakban egy bizo-
nyos nagysagu eszkozértékkel rendelkezé véllalat tartozik a hitelez6inek. A vizsgalt kér-
dés az, hogy miként osszuk el a vallalat eszkozeit a hitelez6k és a véllalat kozott. Adott
tartozasos probléma esetén egy tartozasrendezési szabaly egy kifizetési vektort rendel a
hitelez6k és a véllalat kifizetéseihez. A kifizetési vektor teljesiti a nemnegativitas, a kove-
telések mint felsé korlat és a hatékonysag tulajdonsagokat. A nemnegativitas ragadja
meg azt, hogy a tartozasrendezés soran egy hitelez6nek sem kell fizetnie, és a véllalat
korlatolt feleldsségti. A kovetelések mint fels6 korlat tulajdonsag miatt a vallalat min-
den hitelez6jének maximum annyit fizet, amennyivel tartozik nekik. A hatékonysag
szerint a kifizetések Osszege egyenlé a véllalat eszkozeinek értékével.

A kifizetési vektorok még nagy teret biztositanak az addssagrendezésre. Sturzenegger—
Zettelmeyer [2007] és Chatterjee-Eyigungor [2015] megjegyzi, hogy még nincs szé-
leskorten elfogadott elmélet a vallalat eszk6zeinek elosztasakor felmeriilé alkudo-
zédsok modellezésére, de a hitelez6k alkalmi tarsulasokat hozhatnak létre, és meg-
probalhatjak ravenni a véllalatot, hogy el6szor nekik fizessen. Csoka-Herings [2017]
atvalthaté hasznossagu kooperativ jatékokkal modellezte a problémat, és a keletkezd
jatékokat tartozasos jatékoknak nevezte. Ezekben a jatékokban a véllalat és a hitelez6k
ajatékosok, és a szokasos modon a jatékosok minden koalicidjahoz (részhalmazahoz)
azt az értéket rendeljitk, amelyet a koalicidban részt vevd jatékosok garantalni tud-
nak maguknak. Azokra a koalicidkra, amelyek tartalmazzak a vallalatot, tekinthe-
tiink ugy, hogy létrehoztak egy tarsulast, és megprobaljak ravenni a vallalatot, hogy
el6szor nekik fizessen, és csak utana a tobbi hitelezének.

A kooperativ jatékelméleti targyalds elénye, hogy igy nem kell részletezni a sze-
replok dontési lehetéségeit, az informaciok elérhetdségét és az alkufolyamatokat.
A kooperativ jatékok altalanos ismertetésére lasd Koczy [2006] és Solymosi [2009]
munkait. A kooperativ jatékelmélet alkalmazasai mar magyar nyelven is szertedgaz-
nak: ezt a modszert alkalmazta Pintér [2007] a statisztikdban, Habis [2012] a szto-
chasztikus csédjatékokra, Csercsik—-Koczy [2012] a nagyfesziiltségii elektromos halo-
zatokra, Kovdcs-Radvinyi [2011] az 6ntozéses problémak koltségelosztasara, Koczy
[2011], [2018] és Petroczy és szerzdtdrsai [2018] szavazasi helyzetekben a dontési befo-
lyas elemzésére, Balog és szerzdtdrsai [2011] pedig a kockazatfelosztasra.

Tanulmanyunkban bemutatjuk a tartozasos jatékokat és tulajdonsagaikat.
A kooperativ jatékelméletben a megoldasnak szdmos koncepcioja létezik arra, hogy
miutan definialtuk minden koalici6 értékét, elosszuk a nagykoalicié értékét. Mivel
tartozasos jatékokban a nagykoalicio értéke egyenld a vallalat eszkozeinek értékével,
ha egy megoldasnak valamely koncepcidja kifizetési vektort eredményez, akkor arra
tartozdsrendezési szabalyként tekinthetiink. Csoka-Herings [2017] a nukleoluszra
(Schmeidler [1969]), ebben a tanulmanyban pedig a Shapley-értékre (Shapley [1953])
latjuk be, hogy mindig kifizetési vektort kapunk, vagyis megkozelitésiink teljesiti a
nemnegativitds, a kovetelések mint fels§ korlat és a hatékonysdg tulajdonsagokat.”

A Shapley-értékrél magyarul lasd Pintér [2009] és Biré és szerzdtdrsai [2013].
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A tartozasos jatékok annyiban kiilonbéznek az irodalomban sokat elemzett cs6d-
jatékoktdl (lasd O’Neill [1982], 6sszefoglalokért pedig Thomson [2013], [2015]), hogy
a tartozasos jatékokban a vallalat is jatékosként vesz részt, és fizet6képes is lehet.
Mivel a vallalat is jatékos, ezért a vallalat is részesiil kifizetésben, amely a szokasos
cs6djatékoktol eltéréen nem nulla, hanem lehet szigortian pozitiv is. Ezt a helyze-
tet értelmezhetjiik ugy, hogy a vallalat implicit médon azzal fenyegeti ad6sait, hogy
inkabb a tobbieknek fizet, ha nem engednek el az addssagabol. A vallalat implicit
alkuereje és kimentése az adott megoldaskoncepciotdl fiigg. Ilyen értelemben az
addssagelengedés kooperativ jatékelméleti modellje tekinthetd a puha koltségve-
tési korlat szindromajat leiré modellek (Kornai [1979], [1986], Kornai és szerzdtar-
sai [2004]) egyik valtozatanak is.

Tartozdsos problémak és tartozdsos jatékok

Cséka-Herings [2017] jeloléseit kovetve, jelolie N=A{0, 1, ..., ¢} az dgensek halmazat,
ahol a 0-s dgens a vdllalat, amelynek a hitelezéi a C={1, ..., ¢} halmazban vannak, és
szamuk |C| =c> 1. A vallalat eszkizeinek értéke A € R, tartozdsait pedigaz { € R vek-
tor jeloli, ahol a vallat az i € C hitelezének /,€ R, nemnegativ valos 6sszeggel tartozik.

1. DEFINICIO « Az (A, () €R, x R part tartozasosproblemanak (liability problem)
hivjuk. Jelolje £ a tartozasos problemak osztalyat.

A tartozaselengedés kérdése ugy vizsgalhatd, hogy megnézziik, hogy egy tartozasos
problémaban a hitelez6k és a véllalat végiil mennyit kap a vallalat eszkozeibél. Az (A,
() € L tartozésos probléma esetén az x€ R, x RS vektort kifizetési vektornak (payoff
vector) hivjuk, ha teljesiti a tartozdsok mint felsé korldt és a hatékonysdg tulajdonsago-
kat. A tartozasok mint fels6 korlat tulajdonsag azt jelenti, hogy egy hitelez6 sem kap
tobbet, mint a kovetelése, vagyis x, </, minden i € C hitelez6re. A hatékonysag sze-
rinta kifizetések osszege megegyemk az eszkozok értékével, formalisan: Z W =A
Vegylik észre, hogy a nemnegativitasbol és a hatékonysagbdl az kovetkezﬂ( hogy
a vallalat l(lﬁzetese feliilrél korlatos, x, < A.
_Jelélje £ a vallalat eszkozeinek értékével csonkolt tartozdsok vektordt, ahol
¢.=min{A, (.} az i € C hitelez6 csonkolt tartozdsa. A hitelez6k S C C részhalmaza
esetén legyen E( ) Z £, a vallalat 6sszes tartozdsa az S tagjaival szemben,
(S) = Z ¢, pedig legyen a vallalat Osszes csonkolt tartozasa S tagjaival szemben.

Ha /(C) > A akkor a véllalat eszkozeinek értéke nem elegendd az dsszes tartozas kifi-
zetésére, a vallalat fizetésképtelen. Ha pedig ¢ (C) < A, akkor a vallalat fizet6képes.

A kooperativ jatékelméleti modellezéskor feltessziik, hogy a vallalat eszkozeinek
felosztasara az dgensek koaliciokat alkothatnak. A koaliciok az N 9sszes részhalma-
zénak, a 2Yhalmaznak az elemei. A tartozasos problémédk dtirhatdk atvalthato hasz-
nossagu (transferable utility) kooperativ jatékokra, ha megadjuk a v karakterisztikus
fiiggvényt, amely a koaliciék 2" halmazabél a valés szdmokba képez, és v(@) = 0.
Adott N jatékoshalmaz esetén az atruhdzhaté hasznossagu jatékok halmazat jelolje G.

Csoka-Herings [2017] a tartozasos jatékokat a kovetkez6képpen definialta.
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2. DEFINICIO » Az (A, () € L tartozasos probléma esetén keletkezd v: 2" — R tar-
tozdsos jaték (liability game) az S € 2Vkoaliciéhoz a v(S) értéket rendeli, ahol

min{4, ¢($\{0})}+max{a—¢(C), 0}, haoes,
- min{(($),max{0, A—¢(C\$)}}, ha 0¢S.

Vegyiik észre, hogy v(&) =0, azaz valdban jatékot definidltunk, tovabba v(S) > 0 min-
den S € 2Vkoaliciora, és v(N) = A. Cséka-Herings [2017] megjegyezte, hogy a 2. DEFI-
Nic16 az alabbi, konnyen belathato allitas szerint egyszertisodik fizetéképes és fize-
tésképtelen vallalat esetében.

1. ALLITAS o Tekintsiik az (A, 0) € L tartozdsos problémdt. Ha a vdllalat fizetGké-
pes, vagyis £ (C) <A, akkor a keletkezé v: 2V — R tartozdsos jaték az S € 2" koalicié-
hoz a v(S) értéket rendeli, ahol

_|A—¢(c\S), haoes,
v8)= o(s), ha 0¢S.

Ha a vdllalat fizetésképtelen, vagyis ¢ (C) > A, akkor a keletkezé v: 2V — R tartozdsos
jaték az S € 2" koaliciéhoz a v(S) értéket rendeli, ahol

min{A, E(S\{O})}, ha 0€S,
max{0, A—¢(C\S)}, ha0¢s.

V()=
A tartozdsos jétékok definiciéjanak megértéséhez tekintsiink egy tetszéleges S € 2"
koaliciot és a tobbi jatékosbol all6 (komplementer) N \ S koaliciot. Ha a vallalat
(a 0-s jatékos) fizetoképes, akkor minden tartozasat kifizeti, és megtartja a mara-
dék eszkozeit. Ha a véllalat fizetésképtelen, akkor elész6r annak a koalicidnak
fizet, amelyiknek tagja (maximum annyit, amennyivel nekik tartozik, és ameny-
nyi az eszkozeinek az értéke), majd pedig a komplementer koalicidénak, ha még
van mibél. Arra a koalicidra, amelyik tartalmazza a vallalatot, tekinthetiink ugy,
hogy létrehozott egy tarsuldst, és megprobalja ravenni a vallalatot, hogy elszor
az 6 tagjainak fizessen. Osszességében azt mondhatjuk, hogy egy koalici6 értéke
az az érték, amelyet a tagok garantalni tudnak maguknak, fiiggetleniil attdl, hogy
a komplementer koalici6 tagjai mit csindlnak.

A tartozasos jatékok definicidjat a kovetkezé két példaval illusztraljuk.

1. PELDA o Tekintsiik azt a tartozasos problémat, amelyben két hitelez6 van, vagyis
N={0, 1, 2}. Legyen A=12 és = (6, 9), vagyis a vallalat fizetésképtelen. A keletke-
zett v tartozasos jatékot az 1. tdbldzat mutatja.

1. tablazat
A keletkezett tartozasos jaték, ha N={0, 1,2}, A=12, {,=6 és {,=9

s [ for {1} 2] {01} {02} {12} |{o12}
v(S)‘O 3 6‘ 6 9 12\ 12
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Példaul a {2} (egyszemélyes) koalicié értéke 6, mivel ennyi marad a 2-es hitelezének,
miutan a vallalat mindent kifizetett az 1-esnek. Masképpen fogalmazva: ennyit kap-
hat a 2-es hitelez8, ha nem kooperél a vallalattal. A {0, 2} koalici6 értéke 9, merthaa
vallalat a 2-es hitelezével van egyiitt, akkor el8szor annak fizet, maximum a 9 értékud
tartozas (és a véallalat 12 értéki eszkozeinek) erejéig.

Koénnyen beldthatd, hogy az 1. PELDABAN nincs olyan x € R{f’l’z} kifizetési vek-
tor, amelyre ne panaszkodna legaldbb egy koalicié. Ha x,=0, akkor v({0, 1}) =6 és
v({0, 2}) =9 miatt az x, +x, > 15 egyenlStlenségnek teljesiilnie kell ahhoz, hogy a
{0, 1} és {0, 2} koalici6 se ellenkezzen. Mivel 12 egységnyi eszkozt kell elosztani, ez
lehetetlen. Ha x>0, akkor v({1, 2}) = 12 miatt x,+x, +x, > 12, ami nem teljesithetd.
Ilyenkor a jaték magja tires, amelynek a definidlasahoz tekintsiik a kovetkez6 koope-
rativ jatékelméleti fogalmakat!

Legyen a v € G jaték adott! Az x € R" vektorban legyen x,az i € N jitékosra allokalt

osszeg. Az x € RVvektor szétosztds, ha Pareto-hatékony, vagyis ZI_E =V (N ) Az x
szétosztas Osszesen x(S ) = Ziesxi osszeget ad az S € 2"koalici6 tagjainak. Az x szét-

osztas csoportosan elfogadhatd, ha x(S) > v(S) minden S € 2"koaliciéra. A vjaték magja
(Gillies [1959]) a csoportosan elfogadhatd szétosztasok halmaza. Az x szétosztas domi-
nélt az S € 2"koalicién keresztiil, ha x(S) < v(S). Az S € 2™\ {@, N} koalicié és az x szét-
osztas esetén legyen e(S, x) = v(S) — x(S) az elégedetlenség, amely azt mutatja meg, hogy
az S koalicié mennyire elégedetlen az x szétosztassal. Konnyen lathato, hogy egy szét-
osztas magbeli, ha annal egy koalici6 elégedetlensége sem pozitiv.

Haaz 1. PELDABAN a vallalat eszkozeinek értékét 20-ra emeljiik, akkor a kovetkezd
jatékot kapjuk.

2. PELDA « Tekintsiik azt a tartozasos problémat, amelyben két hitelez6 van, vagyis
N={0, 1, 2}. Legyen A =20 és { = (6, 9), vagyis a vallalat fizet6képes. A keletkezett v
tartozasos jatékot a 2. tdbldzat tartalmazza.

2. tablazat
A keletkezett tartozasos jaték, ha N={0, 1, 2}, A=20, {, =6 és (,=9

s | o | m @] oy {02 (12 |{0L2
0

v(S)‘ \5 6 9\ 11 14 15 \ 20

Ebben a példaban csak egy magbeli szétosztds van: x= (5, 6, 9). Ebben a szétosztas-
ban a véllalat kifizeti a hitelezdit, és megtartja a maradék eszkozeit.

Csoka-Herings [2017] belatta, hogy egy tartozdsos jaték magja pontosan akkor
nem {lres, ha a vallalat fizet6képes (lasd 2. PELDA), vagy fizetésképtelen, de csak egy
pozitiv tartozdsa van. Formdlisan ez a feltétel a hitelezok dsszes csonkolt tartoza-
sara vonatkozo ¢ (C) <A egyenl6tlenséggel ragadhaté meg, amely ekvivalens azzal,
hogy ((C) <A, vagy létezik olyan i € C hitelezd, amelyre £,> A, és {,=0 minden méds
j€C\ {i} hitelezdre. A jaték magja tehit az érdekes esetekben (amikor legaldbb két
pozitiv tartozasa van a vallalatnak) ires.

A tartozdsos jatékok kapcsan az alabbi tulajdonsagokat érdemes elemezni.
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3. DEFINICIO ¢« AvE Qjéték

« additiv, ha minden S € 2" koaliciéra igaz, hogy v( ) Z V({I}),

o konstans 0sszegti (Neumann-Morgenstern [1944]), ha minden S €2
igaz, hogy v(S) +v(N \ §) =v(N);

o konvex (Shapley [1971]), ha minden S, T € 2" koaliciora igaz, hogy v(S) + v(T) <
vSUT)+v(SNT);

o konkdv, haminden S, T € 2Vkoaliciéra igaz, hogy v(S) + v(T) > v(SUT) +v(SN T);

o szuperadditiv, ha minden olyan S, T € 2"koaliciéra, amire SN T= & teljesiil, hogy
v(S)+v(T) <v(SUT);

o zéré-monoton, ha minden i € N jatékosra és minden SCN \ {i} koaliciora igaz,
hogy v(S) + v({i}) <v(SU{i}).

Nkoalici6ra

Vegyiik észre, hogy az additivitasbdl kovetkezik a konstansosszegiliség és a konvexi-
tas, a konvexitdsbol kovetkezik a szuperadditivitas, a szuperadditivitasbol kovetkezik
a zérd-monotonitds, de visszafelé nem igazak ezek a kovetkeztetések.

Cséka-Herings [2017] belatta, hogy egy tartozasos jaték pontosan akkor additiv,
ha a mag nem iires, vagyis a vallalat fizet6képes, vagy fizetésképtelen, de csak egy
pozitiv tartozdsa van.

A konstansosszegliség teljesiil az 1. és a 2. PELDABAN is, tetszéleges koalici6 és a
komplementer koalicié értéke mindig a vallalat eszkozeinek értékét adja. Cséka-
Herings [2017] belétta, hogy tetszéleges (A, £) € L tartozasi probléma estén a kelet-
kezett v tartozasos jaték konstans 6sszeg.

A tartozasos jatékok bizonyos részei konvex és konkav tulajdonsagokkal is rendelkez-
nek. Ha csak a hitelez6ket tartalmazé koaliciokat tekintjiik, akkor az 1. és természetesen
a 2. PELDABAN is konvex jatékot kapunk. Ekkor specidlis esetként megkapjuk az O’Neill
[1982] altal definialt csédjatékokat. A tartozdsos jatékok ugy altaldnositjak a csédjaté-
kokat, hogy a véllalatot is jatékosként kezelik, és a véllalat lehet fizetéképes is. Ha olyan
koaliciokat tekintiink, amelyek tartalmazzdk a vallalatot, akkor konkav jatékot kapunk:
példaul az 1. péLpABan v({0, 1}) +v({0, 2}) = 15<v({0}) +v({0, 1, 2}) =12.

Cséka-Herings [2017] belatta, hogy minden tartozdsos jaték szuperadditiv, igy
zérd-monoton is. A szuperadditivitas miatt mindig érdemes két diszjunkt koalicio-
nak egyesiilnie, a végén létre fog jonni a minden jatékost tartalmazé nagykoalicio,
amelynek valamilyen mddszer szerint el kell osztania a vallalat eszkozeit, és rendez-
nie kell a vallalat tartozasait.

Tartozasrendezd szabalyok

A tartozasrendez6 szabdlyok minden tartozasos problémahoz egy olyan kifizetési
vektort rendelnek, amely teljesiti a nemnegativitas, kovetelések mint felsé korlat és
hatékonysag tulajdonsagokat.

4. DEFINICIO o A farfozdsrendezd szabdly (liability rule) olyan f: £ — R fiigg-
vény, amely minden (A, ¢) € £ tartozasos probléméban minden i € C hitelezdre telje-

siti, hogy f(A, () </, és ZieNfi (A, 0)=A
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A kooperativ jatékelméletben szamos megoldaskoncepci6 all rendelkezésiinkre, ame-
lyek adott jatékhoz egy szétosztast rendelnek, vagyis szétosztjak a nagykoalicié érté-
két. Tartozasos jatékok esetén, ha a kooperativ jatékelméleti megoldéskoncepcio kifi-
zetési vektort ad, akkor arra tartozasrendez6 szabalyként is tekinthetiink.

Az egyik leggyakrabban elemzett megolddskoncepcid a Shapley-érték (Shapley
[1953]).

5. pEFINfCIO. Adott v € G jaték esetén

SHIN\S[—1)!
6,(v)="> (v(sufi}) —v(s))(\), iEN
s SNl INJ:

az i-edik jatékos Shapley-értéke.

A Shapley-érték értelmezéséhez tekintsiik a jatékosok minden lehetséges permutdci-
ojat (IN|!) azonos valoszin(iséggel! Egy adott permutdcio szerint a jatékosok bemen-
nek egy szobdba, és kiszamitjuk az érkez6 jatékos hatar-hozzdjarulasat a bent 1évé
jatékosok koaliciojahoz (v(SU{i}) — v(S)). Ekkor egy jatékos Shapley-értéke a varhat6
hatdr-hozzajaruldsa, mivel az el6tte 1évé jatékosok |S|! mddon, az utdna lévék pedig
(IN'\ S| —1)! médon kovetkezhetnek egymas utdn. Ezeknek megfelel6en az 1. PEL-
DABAN a Shapley-érték kiszamitasa a 3. tdbldzatban lathato.

3. tdblazat
Shapley-érték az 1. PELDABAN

Permutacid Hatar-hozzajarulds
0-s jatékos 1-es jatékos 2-es jatékos

0,1,2 0 6 6
0,2,1 0 3 9
1,0,2 3 3 6
1,2,0 0 3 9
2,0,1 3 3 6
2,1,0 0 6 6

Atlag=p(v) 1 4 7

Példaul az 1, 2, 0 permutdcio esetén v({1}) = 3, v({1,2}) — v({1}) =9 és v({0, 1, 2}) —
—v({1,2})=12—12=0 adja a 0, 3, 9 értékeket, ha a 0-s, 1-es, 2-es jatékos sor-
rendben irjuk fel 6ket. Az 1. PELDABAN N={0, 1, 2}, A=12¢és (= (6, 9) esetén a
Shapley-érték tehat ¢(v) = (1, 4, 7), ami azt jelenti, hogy a fizetésképtelen véllalat
kifizetése a tartozasrendezés utan pozitiv. A vallalat végiil 1 egységnyi eszkozét
megtarthatja, mivel mindkét hitelezéje 2 egység addssagét elengedte. Osszesen
tehat 4 egységnyi adossagot engedtek el a hitelezdk a vallalatnak, pedig cs6d ese-
tén csak 6 +9 — 12 =3 egységnyit kellett volna elengedniiik. Mivel legalabb két
pozitiv tartozasa van a vallalatnak, ezt a helyzetet magyarazhatjuk gy, hogy a
vallalat implicit médon azzal fenyegeti ad6sait, hogy inkabb a tobbieknek fizet, ha
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nem engednek el az addssdgabdl. A véllalat implicit alkuereje a Shapley-értékben
elég erés ahhoz, hogy végiil 1 egységnyi eszkozét megtartsa. Konnyen lathato,
hogy ha legalabb két pozitiv addssag és fizetésképtelen véllalat esetén a legkisebb
koveteléssel rendelkez6 hitelez6hoz a vallalat hatar-hozzajaruldsa szigorian pozi-
tiv, akkor Shapley-értékben a véllalat (a hatar-hozzdjarulasok atlagaként) mindig
pozitiv 6sszeghez jut.

A 2. PELDABAN (és minden olyan tartozasos jatékban, amikor a jaték additiv)
azt kapjuk, hogy a Shapley-érték szerint a vallalat kifizeti a hitelezdit, és meg-
tartja a maradék eszkozeit, vagyis nincs addssagelengedés. A fizet6képes vallalat
nem tud azzal fenyegetni, hogy inkabb a tobbi adosnak fizet, mert végiil minden
tartozasat képes kifizetni.

A Shapley-értékre altalanosan belathatjuk, hogy tekinthet6 tartozasrendezési sza-
balynak, vagyis teljesiti a nemnegativitas, a kovetelések mint fels6 korlat és a haté-
konysag tulajdonsagokat.

2. ALLITAS o Tetszbleges (A, 0) € L tartozdsi probléma estén a keletkezett v tartozd-
sos jatékban a ¢(v) Shapley-értékre igaz, hogy

e P(v) >0,

o minden i € C hitelezbre igaz, hogy 0 < ¢(v) </, és

* ZiEN¢i <V> = A.

BizoNyiTAs « Mivel minden tartozasos jatékban minden koalici6 értéke nemne-
gativ, és minden tartozdsos jaték szuperadditiv, ezért minden v(SU {i}) — v(S) hatar-
hozzéajarulds nemnegativ. Mivel a Shapley-érték a hatar-hozzdjarulasok atlaga, ezért
az is nemnegativ.

A tartozasos jatékok definicidjabdl konnyen lathato, hogy minden hitelez6 hatar-
hozzéjarulasara koveteléseinek a nagysaga a maximum. Mivel a Shapley-érték a
hatar-hozzajarulasok atlaga, ezért teljesiil a kovetelések mint fels6 korlat tulajdonsag.

Mivel a Shapley-érték szétosztds, ezért hatékony. u

Mivel legalabb két pozitiv addssag és fizetésképtelen vallalat esetén a tartozasos jaté-
kok magja iires, akarmilyen szétosztast valasztunk, mindig lesz elégedetlen koalicio.
A nukleolusz (Schmeidler [1969]) éppen ezeket az elégedetlenségeket minimalizalja
lexikografikus modon: eldszor a legnagyobb elégedetlenséget csokkentve, majd a
masodik legnagyobbal folytatva, és igy tovabb.

A formalis definici6 helyett tekintsiik Gjra az 1. PELDAT. A Shapley-érték
x=(1,4,7) szétosztsa esetén az S € 2" \ {&, N} koaliciok elégedetlensége a kovet-
kezd (4. tablazat).

4. tabldzat
Az elégedetlenségek a Shapley-érték x= (1, 4, 7) szétosztdsa esetén az 1. PELDABAN

s 0 1 @] o {02 (12

s, (L47) | -1 -1 -1 | 1 1 1
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A kétszemélyes koalicidk esetén az elégedetlenségek osszege v({0, 1}) +v({0, 2}) +
+v({1, 2}) — 2x(N) = v({0, 1}) + v({0, 2}) + »({L, 2}) — 2v(N) =27 — 24 = 3. Ebb6l
kovetkezGen tetszéleges kétszemélyes koaliciéo maximalis elégedetlensége legalébb 1,
ésbarmilyen (1,4, 7)-t6l eltéré szétosztas 1 £61¢é noveli valamelyik kétszemélyes koali-
ci elégedetlenségét. Azt kapjuk tehat, hogy ebben a jatékban a nukleolusz is (1, 4, 7),
egybeesik a Shapley-értékkel.

Csoka-Herings [2017] belatta, hogy pontosan két hitelez6 esetén minden tartoza-
sos jatékban a Shapley-érték egybeesik a nukleolusszal, és minden hitelez6 nomi-
nalisan azonos addssagot enged el, de ketténél tobb hitelezd esetén az allitas mar
nem igaz. A szerzGparos azt is bizonyitotta, hogy a nukleolusz is tekinthetd tar-
tozasrendezési szabalynak. A nukleolusz legalabb két addssaggal rendelkezé fize-
tésképtelen vallalat esetén a vallalathoz szigortan pozitiv kifizetést rendel, amely
maximum a véllalat eszkozeinek a fele. Vagyis az elégedetlenségeket minimalizalo
nukleolusz esetén is elég erds ilyenkor a vallalat implicit alkuereje ahhoz, hogy a
vallalat megtartson az eszkozeibdl.

Az igazsagossagot szocialisan érzékenyen megragad6 nukleoluszban érdekes
moddon a kovetelésekre 1étezik egy kiiszob, amely alatt nincs addssagelengedés, és
amely f6l6tt nomindlisan egyre novekszik az adéssagelengedés. A kisebb koveteléssel
rendelkezd hitelez6k a nukleoluszban tehat lehet, hogy végiil nem engednek a kéve-
teléseikbdl, és minél nagyobb egy hitelez6 kovetelése, annal tobbet enged el beldle
nominalisan. Ugyanakkor az is belathat6 — és a gyakorlatban legtobbszor tapasz-
taljuk is -, hogy a nukleolusz jol kozelitheté aranyosan azonos addssagelengedéssel.

Zar6é megjegyzések

Tanulmanyunkban bemutattuk a kooperativ jatékelméleti keretet hasznalé tarto-
zésos jatékokat és tulajdonsagaikat, és belattuk, hogy nukleolusz mellett a Shapley-
érték is tekinthetd tartozasrendezési szabalynak. Tovabbi kutatasi iranyként mindkét
megoldaskoncepcid tovabb elemezhet, megvizsgalhat6 példaul kiszdmitasuk bonyo-
lultsaga a tartozasi jatékok osztalyan. Bar a Shapley-értékre van képlet, kiszamitasa sok
jatékos esetén nehézségekbe titkozhet. A nukleolusz hatékony kiszamitasara (Solymosi-
Sziklai [2016], Sziklai és szerzbtdrsai [2017]) és illusztralasira (Fleiner-Sziklai [2012])
mas, de kapcsolddo jatékosztalyok esetén hazai szerzok értek el friss eredményeket.
Természetesen tovabbi megoldaskoncepcidkat is lehetne vizsgalni, példaul érdekes lehet
a stabil halmaz vizsgalata is (err6l magyarul lasd Kéczy [2006]).

A tartozasos jatékok modellje egy statikus, kooperativ jatékelméleti modell az
addssagelengedésre. Az irodalomban dinamikus modellek is megjelentek a jelen-
ség vizsgalatara. Anderson-Sundaresan [1996] olyan dinamikus modellt vizsgalt
bizonytalansag mellett, amelyben a hitelez6knek lehet8ségiik van valamilyen kolt-
séges birdsagi eljarast igénybe venni, vagy elengedhetnek a koveteléseikbdl. Yue
[2010] az allamcsédoket és a hitelek Gjratargyaldsat modellezi egy altalanos egyen-
stulyi modellben, ahol nemteljesités esetén az adott allam elveszitheti hozzaférését
a tékepiacokhoz. Corden [1988] azzal modellezi az addssagelengedést, hogy ekkor
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az adds nagyobb erdfeszitést tesz azért, hogy novelje eszkozei értékét. A problémat
lehetne még 4j dinamikus alkujatékokkal is vizsgalni, hasonlé modellekrél magya-
rul lasd Es6-Wallace [2013]. Mind a statikus, mind a dinamikus modell tesztelése
érdekes lehet kisérleti kozgazdasagtan segitségével.

Hivatkozdsok

ANDERSON, R. W.-SUNDARESAN, S. [1996]: Design and valuation of debt contracts. Review of
Financial Studies, Vol. 9. No. 1. 37-68. o. https://doi.org/10.1093/rfs/9.1.37.

ARSLANALP, S.-HENRY, P. B. [2005]: Is debt relief efficient? Journal of Finance, Vol. 60. No. 2.
1017-1051. o. https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.2005.00754.x https://doi.org/10.3386/
w10217.

BaLoG DORA-BATYI TAMAS LASZLO-CSOKA PETER-PINTER MIKLOs [2011]: T6kealloka-
ci6s modszerek és tulajdonsagaik a gyakorlatban. Kozgazdasagi Szemle, 58. évf. 7-8. sz.
619-632. o.

BENJAMIN, D.-WRIGHT, M. L. J. [2009]: Recovery before redemption: A theory of
delays in sovereign debt renegotiations. Working Paper, 63 o. https://doi.org/10.2139/
ssrn.1392539.

BIRO PETER-CsOKka PETER-KOczyY A. LAsZLO-RADVANYI ANNA-SZIKLAI BALAzZS [2013]:
Kozgazdasagi Nobel-emlékdij 2012: Alvin E. Roth és Lloyd S. Shapley. Magyar Tudomany;,
174. évf. 2. sz. 190-199. o.

CHATTERJEE, S.~EYIGUNGOR, B. [2015]: A seniority arrangement for sovereign debt. Ameri-
can Economic Review, Vol. 105. No. 12. 3740-3765 o. https://doi.org/10.1257/aer.20130932.

CoRDEN, W. M. [1988]: Debt relief and adjustment incentives. IMF Staff Papers, 36. 628—-643.
o. https://doi.org/10.5089/9781451977851.001.

Csercsik DAviD-Koczy A. LAszLo [2012]: Hatékonység és stabilitds nagyfesziiltségt elekt-
romos haldzatokban: egy jatékelméleti megkozelités. Szigma, 43. évf. 1-2. sz. 43-58. o.

CsokaA PETER-HERINGS, P. J. J. [2017]: Liability games. Mithelytanulmany, Maastricht Uni-
versity, SSRN Electronic Journal, https://doi.org/10.2139/ssrn.3091760.

D’Erasmo, P. [2011]: Government reputation and debt repayment in emerging econo-
mies. Working Paper, 49 o. https://pdfs.semanticscholar.org/2ef9/45abe949b288401cef
24344271c80b89a0fc.pdf.

Es® PETER-WALLACE, C. [2013]: Meggy06zés és megegyezés egy dinamikus alkujatékban.
Kozgazdasagi Szemle, 60. évf. 9. sz. 930-939. o.

FLEINER TAMAS-SzIKLAI BALAZs [2012]: The nucleolus of the bankruptcy problem by
hydraulic rationing. International Game Theory Review, Vol. 14. No. 1. https://doi.
org/10.1142/50219198912500077.

GILLIES, D. B. [1959]: Solutions to general non-zero-sum games. Megjelent: Tucker, A. W.-
Duncan, L. R. (szerk.): Contributions to the Theory of Games. Annals of Mathematics
Studies, Vol. 4. 47-85. o. https://doi.org/10.1515/9781400882168-005.

HaBsis HELGA [2012]: Sztochasztikus csédjatékok — avagy hogyan osszunk szét egy bizony-
talan méreti tortat? Kozgazdasagi Szemle, 59. évf. 12. sz. 1299-1310. o.

Ko6czy A. LAszLo [2006]: A Neumann-féle jatékelmélet. Kozgazdasagi Szemle, 53. évf. 1. sz.
31-45. 0.

Ko6czy A. LAszro [2011]: Lisszaboni kildtdsok. Kozgazdasagi Szemle, 58. évf. 12. sz. 1045
1058. o.


https://doi.org/10.1093/rfs/9.1.37
https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.2005.00754.x
https://doi.org/10.3386/w10217
https://doi.org/10.3386/w10217
https://doi.org/10.2139/ssrn.1392539
https://doi.org/10.2139/ssrn.1392539
https://doi.org/10.1257/aer.20130932
https://doi.org/10.5089/9781451977851.001
https://doi.org/10.2139/ssrn.3091760
https://pdfs.semanticscholar.org/2ef9/45abe949b288401cef24344271c80b89a0fc.pdf
https://pdfs.semanticscholar.org/2ef9/45abe949b288401cef24344271c80b89a0fc.pdf
https://doi.org/10.1142/s0219198912500077
https://doi.org/10.1142/s0219198912500077
https://www.degruyter.com/view/serial/450237
https://www.degruyter.com/view/serial/450237
https://doi.org/10.1515/9781400882168-005

778 | CSOKA PETER

K6czy A. LAszL6 [2018]: Déntési befolyds az Eurépai Uni6 Tandcsaban: Mit hozhat a Brexit?
Alkalmazott Matematikai Lapok, megjelenés alatt.

K&czy A. LAszLO-PINTER MIKLOS [2011]: Az ellenzék ereje - dltalanositott stllyozott szava-
zasi jatékok. Kozgazdasagi Szemle, 58. évf. 6. sz. 543-551 o.

KorNar JANOs [1979]: Resource-constrained versus demand-constrained systems. Econo-
metrica, Vol. 47. No. 4. 801-819. o. https://doi.org/10.2307/1914132.

KorNAI JANOS [1986]: A puha koltségvetési korlat. Tervgazdasagi Forum, 2. évf. 3. sz.
1-18. 0. Angolul: The soft budget constraint. Kyklos, Vol. 9. 3-30. o. https://doi.org/
10.1111/j.1467-6435.1986.tb01252.x.

KoORNAT JANOS-MASKIN, E.-ROLAND, G. [2004]: A puha koltségvetési korlat. Kozgazdasagi
Szemle, 54. évf. 7-8. sz. 608-624. 0. és 9. sz. 776-809. o.

KovAcs GERGELY-RADVANYI ANNA [2011]: Koltségelosztasi modellek. Alkalmazott Matema-
tikai Lapok, 28. évf. 59-76. o. http://aml.math.bme.hu/wp-content/uploads/2012/06/28-
kovacs_radvanyi.pdf.

NEUMANN, J. VON-MORGENSTERN, O. [1944]: Theory of games and economic behavior.
Princeton University Press, Princeton, New Jersey.

O’NEILL, B. [1982]: A problem of rights arbitration from the Talmud. Mathematical Social
Sciences, Vol. 2. No. 4. 345-371. o. https://doi.org/10.1016/0165-4896(82)90029-4.

PETROCZY DORA GRETA-ROGERS, M. F.-KOczy A. LAszL6 [2018]: Tagkilépések és a magyar
befolyas valtozasa az Eurdpai Unié Tandcsaban. Alkalmazott Matematikai Lapok,
megjelenés alatt.

PINTER MIKLOS [2007]: Regresszios jatékok. Szigma, 38. évf. 3-4. sz. 131-147. o.

PINTER MIKLOs [2009]: A Shapley-érték axiomatizaldsai. Alkalmazott Matematikai Lapok,
26. évf. kiillonszam, 289-315. o.

SCHAFFER, M. E. [1998]: Do firms in transition economies have soft budget constraints? A
reconsideration of concepts and evidence. Journal of Comparative Economics, Vol. 26. No. 1.
80-103. 0. https://doi.org/10.1006/jcec.1997.1503.

SCHMEIDLER, D. [1969]: The nucleolus of a characteristic function game. SIAM Journal on
Applied Mathematics, Vol. 17. No. 6. 1163-1170. o. https://doi.org/10.1137/0120009.

SHAPLEY, L. S. [1953]: A value for n-person games. Megjelent: Kuhn, H. W.-Tucker, A.
W. (szerk.): Contributions to the Theory of Games. Vol. 2. Annals of Mathematics
Studies, 28. Princeton University Press, Princeton-New Jersey, 307-317. o. https://doi.
org/10.1515/9781400881970-018.

SHAPLEY, L. S. [1971]: Cores of convex games. International Journal of Game Theory, Vol. 1.
No. 1. 11-26. o. https://doi.org/10.1007/bf01753431.

Sorymost TamAs [2009]: Kooperativ jatékok. Magyar Tudomany, 170. évf. 5. sz. 547-558. o.

SoLymosI TAMAS—-SzIKLAI BALAZS [2016]: Characterization sets for the nucleolus in balanced
games. Operations Research Letters, Vol. 44. No. 4. 520-524. o. https://doi.org/10.1016/j.
orl.2016.05.014.

STURZENEGGER, F.-ZETTELMEYER, J. [2007]: Debt defaults and lessons from a decade of cri-
ses. MIT Press, Cambridge, MA.

SzIKLAI BALAZS-FLEINER TAMAs-SoLyMost TAMAS [2017]: On the core and nucleolus of
directed acyclic graph games. Mathematical Programming, Vol. 163. No. 1-2. 243-271. o.
https://doi.org/10.1007/s10107-016-1062-y.

THOMSON, W. [2013]: Game-theoretic analysis of bankruptcy and taxation problems:
Recent advances. International Game Theory Review, Vol. 15. No. 3. 1-14. o. https://doi.
org/10.1142/50219198913400185.


https://doi.org/10.2307/1914132
https://doi.org/10.1111/j.1467-6435.1986.tb01252.x
https://doi.org/10.1111/j.1467-6435.1986.tb01252.x
http://aml.math.bme.hu/wp-content/uploads/2012/06/28-kovacs_radvanyi.pdf
http://aml.math.bme.hu/wp-content/uploads/2012/06/28-kovacs_radvanyi.pdf
https://doi.org/10.1016/0165-4896(82)90029-4
https://doi.org/10.1006/jcec.1997.1503
https://doi.org/10.1137/0120009
https://doi.org/10.1515/9781400881970-018
https://doi.org/10.1515/9781400881970-018
https://doi.org/10.1007/bf01753431
https://doi.org/10.1016/j.orl.2016.05.014
https://doi.org/10.1016/j.orl.2016.05.014
https://doi.org/10.1007/s10107-016-1062-y
https://doi.org/10.1142/s0219198913400185
https://doi.org/10.1142/s0219198913400185

AZ ADOSSAGELENGEDES MODELLEZESE KOOPERATIV... | 779

TrOMSON, W. [2015]: Axiomatic and game-theoretic analysis of bankruptcy and taxa-
tion problems: An update. Mathematical Social Sciences, Vol. 74. 41-59. o. https://doi.
org/10.1016/j.mathsocsci.2014.09.002.

Vipovics-Dancs AGNEs [2013]: Allamcsédok. Tények és alapfogalmak tjragondolva. Hitel-
intézeti Szemle, 12. évf. 4. sz. 285-305. o.

Vipovics-Dancs AGNEs [2014]: Az dllames8d koltségei régen és ma. Kézgazdaségi Szemle,
61. évf. 3. 52.262-278. o.

VIRAG MIKLOS-KRISTOF TAMAS [2005]: Az elsé hazai cs6dmodell Gjraszamitdsa neurdlis
halok segitségével. Kozgazdasagi Szemle, 52. évf. 2. sz. 144-162. o.

YUE, V. Z. [2010]: Sovereign default and debt renegotiation. Journal of International Econom-
ics, Vol. 80. No. 2. 176-187. o. https://doi.org/10.1016/j.jinteco.2009.11.004.


https://doi.org/10.1016/j.mathsocsci.2014.09.002
https://doi.org/10.1016/j.mathsocsci.2014.09.002
https://doi.org/10.1016/j.jinteco.2009.11.004

	Csóka Péter: Az adósságelengedés modellezése kooperatív játékelmélettel
	Bevezetés
	Tartozásos problémák és tartozásos játékok
	Tartozásrendező szabályok
	Záró megjegyzések
	Hivatkozások


