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BIHARY ZSOLT-VIG ATTILA ANDRAS

Portfélidallokacid cs6dveszély esetén,
korlatolt felel6sség mellett

Modelliinkben dinamikus portféliooptimalizalasi feladatot oldunk meg. A koc-
kazatos eszkoz ugro diffuzids folyamatot kovet, amely lefele ugrasokra képes, mig
a kockazatmentes a szokasos bankbetét. Az irodalomban az optimalizalas soran
csak olyan stratégiakat vesznek figyelembe, amelyek mellett a portfolio értékfo-
lyamata nem lehet negativ. Tanulmanyunkban szakitunk ezzel a hagyomannyal,
megengediink csédveszéllyel fenyeget stratégiakat is, amikor a befekteté korlatolt
felel6sséget vallal, igy cs6d esetén nemcsak sajat vagyonat vesziti el teljes mértékben,
de a hitelez6 is kénytelen veszteséget elkonyvelni. A hitelezé ennek megfelel6en koc-
kazati felarat allapit meg hitelnyujtaskor, amit endogén modon figyelembe vesziink.
Ha a kockazatelutasitas paramétere elegendden kicsi, akkor az altalunk javasolt kor-
latolt felel6sséggel értelmezhet6vé valnak nagy tokeattételes stratégiak, és mutatunk
olyan realisztikus eseteket, ahol ezek optimalisnak bizonyulnak. Nagy ugrasok ese-
tén az optimalis tokeattétel nem folytonos moédon fiigg a kiils6 paraméterektol.*
Journal of Economic Literature (JEL) kéd: C22, C61, G11.

A dinamikus portfélidoptimalizalas arra a problémara keresi a valaszt, hogy a befek-
tet6 milyen aranyban tartson kiilonboz6 pénziigyi eszkozoket, és hogyan alakitsa id6-
ben portfélidjanak az osszetételét. Sok elméleti tanulmany foglalkozik ezzel a fontos
gyakorlati problémaval. Ha a piacon tobb kockazatos eszkozbe is lehet fektetni, akkor
ezek optimalis aranya az alapvet6 kérdés (Markowitz [1952]). A tanulményunkban vizs-
galt modell szerint a befekteté egyetlen kockazatmentes és egyetlen kockazatos eszkoz
kozott osztja meg vagyonat. A portfdlio sszetétele 6nfinanszirozé modon valtoztat-
hat¢ folyamatosan, és a vagyon kivant része fogyasztasként felélhetd.

A probléma megkozelithetd kiillonb6z6 komplexitast modellekkel, mi ebben a
tanulmanyban a folytonos ideji leirashoz csatlakozunk, amelyben az eszk6zok ardi-
namikdjat sztochasztikus differencidlegyenletekkel irjuk le, a portfélidoptimalizalas
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pedig egy sztochasztikus programozasi feladat. Ebben a modellkeretben a legkorabbi
tanulmanyok a kockazatos eszkozok ardinamikajat geometriai Brown-mozgassal,
a kockazatmentes eszkozt konstans novekedési titemmel modellezik. A befektets a
fogyasztasabol, illetve az egy véges horizonton elért vagyonabol szarmazé hasznossa-
gat optimalizalja (Merton [1969], Karatzas és szerzotdrsai [1987]), vagy a végs6 vagyon
feltételként adott (Korn-Trautmann [1995]).

Ujabb tanulmanyokban a kockdzatos eszkdz dinamikéjaban ugrdsok is megjelen-
nek. Ezek a cikkek a hasznossagalapti megkozelitésen tul (Bellamy [2001]) a lehetd
legrosszabb kimenetelre (Korn-Wilmott [2002], Desmettre és szerzétdrsai [2013]),
illetve referenciapont-fiiggé hasznossagra (Ruan és szerzétdrsai [2013], Mi és szer-
z6tdrsai [2015]) optimalizalnak. Az ugrdsokkal, amennyiben a befekteté megfele-
l6en nagy tokeattételt alkalmaz, megjelenik a cséd lehetésége (azaz amikor a port-
folid értéke negativva valik). A hivatkozott cikkek mindegyike ezt a problémat
ugy kezeli, hogy az optimalizdlas sordn csak csédveszélyt nem jelent6 stratégidkat
engednek meg, vagyis az igy definialt megengedheté stratégidk halmaza felett opti-
malizdlnak. Tanulmanyunkban a korlatolt felel6sség bevezetésével egy természetes
madjat javasoljuk a stratégiatér bévitésének.

A tanulmany szerkezete a kovetkez6: a modell ismertetését az eredmények bemu-
tatasa koveti, végiil 6sszefoglaljuk tanulmanyunkat. A technikailag nehézkes szdmo-
lasokat a Friggelékben kozoljik.

Modell
Kereskedett termékek

Legyen (0, £, {F,},., P) egy filtrélt valoszintiségi mez6. A piacot két F, mérhetd
folyamat alkotja: egy kockazatos (S,) és egy kockazatmentes (B,). A kockazatos eszkoz
- melyre gondolhatunk részvényként vagy indexként is — értékalakulasat a kovetkez6
sztochasztikus differencidlegyenlet irja le:

ds, =S, |(1—N7)dt + 0w, + JdN |, $,>0,

ahol W, egy Wiener-folyamat, N EA) egy A >0 intenzitasu Poisson-folyamat, 1 >0 a
drift, 0 > 0 a volatilitas paramétere. Az eszkozar relativ ugrésait a J valoszintségi val-
toz6 karakterizalja, ] =E(J) varhat6 értékkel. A \] kompenzétor azért jelenik meg,
hogy a folyamat varhat6 novekedése i legyen, vagyis B(S,) = S e az ugrasok ellenére
is fennalljon. A kockdzatos eszkozt tehdt egy sodrédo Brown-mozgas és egy Osszetett
Poisson-folyamat hajtja meg.

Az ugrasokkal t6zsdei 6sszeomlasokat modelleziink, ezért elsésorban olyan J valo-
szinlségi valtozokat vizsgalunk, amelyek értékkészlete negativ. Tovdbba a J> —1
természetes elvaras, hiszen egy részvény(index) nem eshet 100 szazaléknal nagyobb
mértékben. Részletesen vizsgalunk olyan eloszlasokat, amelyeket a

p()=k(i+1)"", je(-1,0, k>0
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stirtiségfiiggvény karakterizal, tehat az esések specialis 3-eloszlastuak. Valasztasun-
kat az motivélja, hogy az esések logaritmusa ebben az esetben exponencialis eloszlast
kovet.! Az 1. dbra mutatja az ugrasok stiriségfiiggvényét kiilonbozé k értékek mellett.

1. dbra
Az ugrasok struségfiiggvényei

p(j)

Megjegyzés: alacsony k esetén az ugrdsok —1 kozelében 6sszpontosulnak, vagyis ekkor a
tézsdekrachok (varhatéan) nagyon sulyosak. Magas k esetén a zuhandsok tipikusan mo-
derdlt mértékiiek. k=1 esetén az ugrasok éppen egyenletes eloszlastiak: ennek az esetnek
kiilon figyelmet szenteliink a késébbiekben.

k=0 esetként fogunk hivatkozni arra az elfajult esetre, amikor J valoszintiségi val-
tozd azonosan —1. Ekkor ugrés esetén a kockazatos eszkoz értéke nullara esik, vagyis
azonnal csédbe jut. Ennek a valoszintiségi valtozonak a stiriségfiiggvénye egy —1-be
eltolt Dirac-féle ¢ fiiggvény.

A kockazatmentes eszkoz értékalakuldsat a kovetkezd differencialegyenlet irja le:

dB,=rBdt, B,>0,

ahol r a bankbetét- vagy bankhitelkamatldb. Bankbetét esetén ezt a kockazatmen-
tes 0 <r,< p kamatlébbal azonositjuk. Bankhitel esetén modelliinkben megjelenik a
hitelkockazat, ekkor r>r, Ezt a kérdést a Kamatprémium cimf alfejezetben részle-
tesen targyaljuk.

' Lasd a Fiiggelék F1. pontjat.
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Stratégia

A befektetd a két kereskedett termékbdl portfolidt épit:
Vr:Arsr—’_/BrBt’ V0>O’

ahol a (A, 3) € R*par F -mérheté.
A modell id6homogenitésa miatt feltessziik, hogy
Atst _ /BtBt

Q, =1l-a, «a€eR,
\% \%

t t

vagyis a befekteté konstans ardnyban tart a két eszkozb6l. Ez természetesen dina-
mikus stratégiat jelent: a portfolié folyamatos igazitast igényel, ahogy az eszkoz-
arak fejlédnek.

A befektetének jovedelme nincsen, viszont a portfoliéjabol tékét von ki, amit
fogyasztasra hasznal fel. Szintén a modell id6homogenitdsa miatt feltessziik, hogy a
fogyasztas a pillanatnyi portéliéérték konstans hanyada. Igy a portféli6 értékfejls-
dését a kovetkez6 sztochasztikus differencidlegyenlet irja le:

dV,=AdS,+ 3,dB,— cVdt,

ahol ¢ >0 a fogyasztasi rata. Az (o, ¢) € R x (0, 0o) vektor a befektetd stratégiaja.

Felmeriil a kérdés, hogy miként engedhetiink meg o € R befektetési aranyokat, ha
a kockdzatos eszkoz ugrasokra is képes. Kétszeres t6keattétel (av=2) esetén a kocka-
zatos eszkoz 50 szazalékosnal nagyobb esése mar negativ tartomanyba 16kné a port-
folio értékét. Mivel az ugrasnagysag értékkészlete a (—1, 0] intervallum (illetve k=0
esetben a {—1} pont), ezért ezt a problémat kezelniink kell.

Tipikus modszer a stratégiahalmaz sztikitése az ugynevezett megengedhetd straté-
gidkra, vagyis olyan o € R-ra, amelyre P(V,>0) =1, t > 0 teljesiil. Ez modelliinkben
az o < 1 megkotést jelentené, hiszen csak lefelé ugrasokat vizsgalunk. Ezzel szemben
mi nem sziikitjik a stratégiahalmazt, hanem bevezetjiik a korldtolt feleldsség elvét:
a portfolidértéket azonosan nullanak tekintjiik attdl az id6ponttdl kezdve, hogy az
egyébként negativ tartomanyba esett volna.

A fentiek alapjan a befektetd portfolidjanak értékfejlodését a kovetkezd sztochasz-
tikus differencidlegyenlet irja le:

4V, =V,|(1—a)rdt +a(p— AT )dt +acdW, +aJdN" — cdt |,

fogyasztis

hitel v. betét részvény

ahol x = max(—1, x) fiiggvény ragadja meg a korlatolt felel§sség feltételt: ha a t6keat-
tétel miatt az ugras kisebb lenne, mint —1, akkor az ugrast pontosan —1-nek defini-
aljuk, vagyis a portfdlio értéke éppen nullara esik le.
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Kamatprémium

A kovetkezékben meghatarozzuk az r hitelkamatlédbat, mely a kockazatmentes
kamatlab és a kamatprémium 6sszege. o > 1 esetében a befektetd részben hitelbdl
finanszirozza kockdazatos befektetését. Ekkor egy nagyobb ugras sordn a befektet
egyrészt elvesziti teljes sajat t6kéjét, masrészt a felvett hitelt sem tudja teljesen vissza-
tizetni. A korlatolt feleldsség tehat egy opcid a befektet6 szamara, amelyért cserébe
abank kompenzaciot var kamatprémium formdjaban. A bank veszteségfiiggvényét a
relativ ugrasnagysag fiiggvényében rogzitett o esetén jeldljik L(J)-vel:

L()=(aJ—1)",
ahol (x)"a pozitivrész-fiiggvényt jeloli. L(J)-t mutatja a 2. dbra.

2. dbra
Egységnyi Osszértékil befektetési portfolié esetén a bank vesztesége az ugras fiiggvényében
L(]) Veszteségfiiggvény
a—14
0 g — e - =
T T ]
-1,0 1 0
«

Megjegyzés: a>1 mértékl tékedttétel esetén a bank a —1 nagysdgl finanszirozast
nyujt. A kockazatos eszkoz teljes sszeomlasa esetén (J= —1) a bank az sszes nyujtott
hitelt elvesziti, igy a fiigg6leges tengelymetszet o« — 1. J= —1/« esetén a befektetd esz-
kozei o — 1-et érnek, vagyis a bankot még éppen ki tudja fizetni: a banknak ekkor nem
keletkezik vesztesége. A két eset kozott a bank vesztesége linedrisan alakul, mely szakasz
meredeksége —av.

Modelliinkben a hitel (mint ahogy a bankbetét is) rovid lejaratu, ezért a cséd-
veszély kizarolag az ugrasokbol ered. Tovabba feltételezziik, hogy a bank csak
a varhato veszteség fedezésére var el kamatprémiumot, azaz kockazatsemleges.
Jelolje s(ar) a kamatprémiumot, melyet ugy szamolunk, hogy egy kis id6egység
alatt a nyujtott hitelen elért extrabevétel legyen egyenld az ugrasbdl ered6 varhatd
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veszteséggel. Mivel At id6 alatt varhatéan AAf ugras kovetkezik be, és az ugras
eloszlasat p(j) surtségfiiggvénnyel karakterizaljuk, ezért:

virhato veszteség

extrabevétel

s(@)(a—1)at =2t [ (—aj-1) p(j)djy  a>1,

« *i .1 N
S(Q)ZAELﬁl [—]—a]p(])d], a>1.

A modelliinkben hasznalt p(j) = k(1 +j)* ' stirtiségfiiggvény esetén a kamatprémium
az alabbi lesz:

A [a -1
s(a)=1k+1| o
0, ha o <1.

k
, haa>1,

Az s(o) fiiggvényt kiilonboz6 k értékek mellett a 3. dbra mutatja. A kockazatmentes
eszkoz novekedési litemét rogzitett o mellett tehdt az a r=r,+s(a) fiiggvény irja le.

3. dbra
A kamatprémium a t6keattétel fiiggvényében kiilonb6z6 k mellett

s(a) Kamatprémium
A
— O
k+1
T e — k=0
T e k=0,5
ST e k=1
Rd P
./', ___________ k=2
0+——— === Leditawwne==""" k=4
T T T T T (%
0 1 2 3 4 5

Megjegyzés: a \/(k + 1) ardnyt konstansnak tartva (vagyis kisebb varhaté értéki ugrasok
esetében nagyobb ugrasintenzitast feltételezve); k=0 esetén a kamatprémium szakadassal
felugrik, majd szinten marad, hiszen ekkor ugraskor barmekkora t6keattétel esetében a teljes
hitelt elvesziti a bank.
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Célfiiggvény

A kockazatkeriil6 befektet6 a portféliéjabol konstans aranyban tékét von ki, amit
fogyasztasra haszndl fel. Pillanatnyi hasznossagi fiiggvénye allando relativ kockazat-
keriilési egyiitthatoju (Constant Relative Risk Aversion, CRRA):

(o
u(c)=S—,

1=y
ahol 7€ (0, 00) \ {1} a kockdzatelutasitas paramétere.” A befektetd egy infinitezimd-
lis idéegység alatt portfélidjanak cV dt részét fogyasztja el, a jovo fogyasztasat egy
szubjektiv diszkontfaktorral veszi figyelembe. Varhaté életpalya-hasznossaga igy a
kovetkez6 lesz:

-~
U:Eﬁﬂw»eWn (1)

ahol 6 >0 a szubjektiv diszkontfaktor. Az életpalya hosszat Desmettre és szerzétdrsai
[2013] alapjan végtelennek feltételezziik. A befektetd a varhato életpdlya hasznossa-
gat maximalizalja a stratégiatere folott, vagyis a

maxU ()

feladatot oldja meg. y-ban maris meg kell kiilonboztetniink két esetet:
1. ESET « 7> 1 esetén az (1) szamlaléjaban egy reciprok jelenik meg, a nevezo pedig
negativ lesz. k>0 és o> 1 (illetve k=0 és o > 1) esetén a

T:=inf{>0:V,=0}

megallasi id6re P(r < 00) =1, azaz 1 valdszintiséggel eljon az az idépont, amikor a
portfolio értéke nullara esik, igy az (1) értéke —oo lesz. v > 1 esetén tehat csakaz ar <1
(illetve k=0 esetén o < 1) portfélidaranyok johetnek szoba, vagyis organikus médon
(és nem kiils6 feltételként!) visszakaptuk az irodalomban szokasos megengedhetd stra-
tégidk halmazat. > 1 esetén tehat csak a megfeleld médon sziikitett stratégiahalmaz
folott optimalizalhatunk.

2.ESET » y< 1 esetén az el6z6 pont problémaja nem all fenn, ekkor barmilyen téke-
attételes pozicid szoba johet. Ebben az esetben tehat a teljes stratégiahalmaz folott
optimalizalhatunk.

Mivel elsésorban a t6keattétel hatasat szeretnénk vizsgalni, a tovabbiakban a y<'1
esetre fogunk koncentralni.

? A szdmitésok konnyitése érdekében a szokasos (C'~7— 1)/(1 — ) fiiggvény helyett a fenti alakot
hasznaljuk, amely természetesen csak egy konstanssal vald eltoldst jelent. Igy a matematikailag ele-
gans v =1 esetet elveszitjiik, de ennek nincs kitiintetett szerepe a vizsgalatunk szempontjabol.
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Eredmények
Optimalizdcio

Ebben a szakaszban a (2) feladat megoldasat adjuk meg.’ Rogzitett (a, c) esetén a
hasznossag:

1-v
(Vo) ,  ha \P(@)—C<L,

U(a, c): 5 5 —
1=7)c+(1=7)6—(1-7) ¥() =7

ahol

\Ifk>0(a):r+a(,u—r—)\])—7<a;)z+1k)\7f [<1+a]) - 1}(1+j)kldj,

\I’k:O(a>—r+a< A]) <OZ;’)2+1_)\7[(1+/&)1_W’1.

AW() — c < /(1 —) feltétel azt ragadja meg, hogy a szubjektiv diszkonttényez6nek ele-
gendden nagynak kell lennie, hogy az integrélt hasznossag varhato értéke véges legyen.
Ett6l a ponttdl kezdve feltételezziik, hogy ez az egyenl6tlenség teljesiil. Az els6érendii
feltételekbdl az alabbiak kovetkeznek:
D U(ay )=0 = cfa)= 8- (1=7)¥(a)
dc y

e )=0 = ¥'(a)=o0.
o

Kockdzatmentes egyenértékes

A késébbi abrakhoz bevezetjiik a kockazatmentes egyenértékes fogalmat: ez az a
kezdétoke, amely ov =0 mellett éppen akkora hasznossédgot general, mint egységnyi
kezdétéke =0 mellett. Legyen Ul c(c), V,] a hasznossag adott v, a hozz4 tartozo
optimalis ¢(a), valamint V, kezd6téke mellett. Ennek segitségével felirhatjuk a koc-
kazatmentes egyenértékest:

e()=1{V;: U0, ¢, V) = Uloy, c(a), 1]}

ponthalmaz-leképezés, amely valéjaban fiiggvény, mert U fiiggvény V, -ban szigortan
monotonon né. A kockdzatmentes egyenértékes modelliinkben:*

® Lésd a Fiiggelék F2. pontjat.
*Lésd a Fiiggelék F3. pontjat.
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Optimalis befektetési ardanyok

Referenciamodellként tekintsiik eldszor a standard geometriai Brown-mozgas
(GBM) esetet, amelyre k= co-ként fogunk hivatkozni. A A =0 védlasztassal kikap-
csolhatjuk az ugrasokat a kockazatos eszkozbdl, igy az egyszert geometriai Brown-
mozgassa valik. Mivel nincsenek ugrasok, ezért hitelkockdzatot nem fut a bank,
vagyis r=r,. A ¥() ekkor a-ban parabola, igy az optimdlis befektetési arany (ame-
lyet még Merton [1969] mutatott meg):

R s
o = f.
2
Yo

Rogzitsitk mostantdl ©=0,12, r=0,04, 0 =0,2 plauzibilis piaci értékeket, valamint
legyen v=0,8. Ekkor az optimalis befektetési arany, o = 2,5-nek adédik, vagyis egy
erdsen tékedttételes pozicid lesz optimalis.

A referenciamodell és néhany (k > 0) ugré modell esetén a kockdzatmentes egyen-
értékesek gorbéit mutatja a 4. dbra.

4. dbra
Kockazatmentes egyenértékesek k > 0 esetén
e(a) Kockazatmentes egyenértékesek

3,0 7 |
[
' — k=0
I p—
| =
: k=2
N 5% N S p—— k=4
[
LSt T T e e k=00

0,5 T T T T T T T (&3
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Megjegyzés: 1=0,12,7,=0,04, 0=0,2, 6=0,1, A=1/75, v=0,8 mindegyik gorbe esetén. Az
ugrasintenzitas azt jelenti, hogy atlagosan 75 évente kovetkezik be egy esés. k=00 jeldli a
standard GBM-esetet.

Az el6bb targyalt ugrds nélkiili esethez a k= oo gorbe tartozik. Kisebb ugrasok esetén
a gorbék nem modosulnak lényegesen, bar a maximumbhelyiik a kisebb tékeattételek
felé tolodik. A korabbi modellek a korlatolt felel6sség feltétele nélkiil csak a megen-
gedhetd stratégiakat, vagyis az o < 1 portfolidaranyokat vizsgaltak (azaz a fiiggdleges
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szaggatott vonaltol balra fekv tartomdnyt). Ekkor - a sziikités miatt — nem tul nagy
ugrasok esetén az av=1, azaz a tiszta részvényportfolié optimalis. A megengedhetd
stratégiakra vett sz(ikités tehat konnyen azt eredményezheti, hogy egy szélsé pont-
ban lesz az optimum. A korlatolt felel6sség bevezetésével (mely a pénziigyekben egy
természetes feltétel) tehdt a stratégiatér relevans modon tagul.

A Dirac-féle 6-modell kockdzatmentes egyenértékes fliggvényét mutatja a k=0
gorbe. Az ugras ekkor olyan mértékd, hogy amikor bekovetkezik, akkor egybdl nul-
lara esik a kockazatos eszkoz értéke. A 4. dbra egy olyan esetet mutat, ahol egy téke-
attétel nélkiili és egy ersen tékeattételes lokdlis optimum is kialakul, amelyek szintje
hasonlé. Ez azt jelenti, hogy a kiils6 paraméterek kis valtoztatasaval a globdlis opti-
mum ugrasszertien valtozhat.

Az 5. dbrdn két paraméter, a \ ugrdsintenzitas, illetve a y kockazatelutasitas fiigg-
vényében mutatjuk a két lokalisan optimalis t6keattételt. A folytonos vonal jelzi a glo-
balis optimumot, ami mindkét paraméterben nem folytonos viselkedést mutat. Ez azt
jelenti, hogy a befektet6k a piac vagy a kockdzati étvagy kis elmozdulasdra jelentds
portfélidatrendezéssel reagalhatnak. Masrészt két — egyébként alig kiilonb6z6 befek-
tetd — kvalitative is teljesen més portfoliot valaszthat.

5. dbra
Kockazatmentes egyenértékesek k=0 esetén
Optimalis portfolié Optimalis portfolio

a az ugrasintenzitds fliggvényében o akockazatelutasitds fiiggvényében
3,0 1 3,0
- ——— 25 e
2,0 2,0
1,5 1 1,5
10 ————=——_ __ _ .01 _ _ ___ ___

-
0,5 0,5 -
O T T T T T 0 T T T T
0 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90
A v

Megjegyzés: a folytonos vonal jeloli a globalis, a szaggatott a lokalis (de nem globalis) opti-
mumot. 11 =0,12, r,=0,04, 0=0,2, 6=0,1. A kritikus értékek A=1/75 és y=0,8.

Osszefoglalds

Tanulményunkban a f6 ujdonsag, hogy t6keattételes portféliok esetén csédveszé-
lyes helyzetekben is értelmezziik az életpalya-hasznossagot. A probléma irodalom-
ban megszokott formalizalasakor a portfolio értéke cs6d esetén negativva vélik,
amit a stratégiahalmaz sziikitésével kezelnek. A korlatolt felelésség bevezetésével
modelliinkben ilyenkor a vagyon nem valik negativva, hanem nulldra csokken. Ez
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a szokdsos CRRA hasznossagfiiggvény esetén v < 1 mellett kezelheté. Ha barmi-
lyen kis eséllyel cs6dveszély fenyegeti a kockazatos terméket, az eddigi modellek
optimalis allokacioként soha nem javasolnak tékeattételes poziciot. Ugyanakkor
a gyakorlatban léteznek racionalis t6keattételes stratégiak. Tanulmanyunk egyik
6 eredménye az, hogy - az ismert modelleket a korlatolt feleldsség elvével kiegé-
szitve — sikeriilt visszakapnunk optimalis t6kedttételes stratégiakat. Modelltiink
szerint a nagy tékeattételes stratégiak (bar eredendéen igen kockazatosak) azért
valnak versenyképessé, mert a korlatolt felel¢sség limitdlja a nagy veszteségeket, a
befekteté cs6dopcidval rendelkezik. A kockdzatsemleges hitelez6 kamatprémium
formajaban megkéri az opcid arat, de csak varhat6 értékben; a cs6ddel kapcsolatos
kockazatot tulajdonképpen atvéllalja a befektet6tol.

Legérdekesebb eredményiink az optimalis t6kedttétel nem folytonos fiiggése a
kiilsé paraméterektdl (lasd 5. dbra). A nemfolytonossag egyik gyakorlati kovet-
kezménye az, hogy a piac megitélésének kis valtozasa esetén is lehetséges nagy
elmozdulas az optimalis portfoli szerkezetében; ilyenkor a befekteték rovid idé
alatt jelent8s atcsoportositast hajthatnak végre az eszkozeikben. Hasonld nemfoly-
tonossag jelenik meg Brunnermeier-Pedersen [2008] cikkében, amelyben a t6ke-
attétel ugrasat a kockazatos eszkoz, illetve a finanszirozas likviditasainak 6neré-
sité kolcsonhatdsa okozza. Egy masik értelmezés szerint a nemfolytonossag azt
jelenti, hogy kiilonb6z6 piaci szereplék, akik hasonldan itélik meg a piac allapotit,
és kockazati étvagyuk is hasonld, akar nagyon kiillonb6z6 befektetési stratégiakat
tarthatnak optimalisnak.

Bar a tanulmanyban (kovetve a szokasos terminolégiat) részvényként, illetve rész-
vényindexként hivatkoztunk a kockazatos termékre, a nem folytonos viselkedés akkor
jelentkezik, amikor nagy ugrasok is lehetségesek az eszkozértékben. Ez kevésbé jel-
lemz6 a részvényindexekre, illetve a piac egészére; a legnagyobb piaci esések sem
haladjak mega 20-25 szazalékot. Modelliink eredményei olyan eszkozok esetében vél-
nak érdekessé, amelyeknél a kockézat jelents hanyada csédkockazat. Egyik példaként
a junk bond piacot emlithetjiik. Ezek olyan kotvények, amelyek nagyon magas hoza-
mot igérnek, de jelentds veszélye van a teljes elértéktelenedésnek. Egy diverzifikalt kot-
vényportfolio altalaban tartalmaz ilyen kotvényeket is, ebben a kontextusban minden
mas kotvénytipus kockazatmentesnek tekinthetd. Modelliink igazolja azt a jelenséget,
hogy a piac viszonylag kismértékii kedvez4tlen elmozduldsakor is ezeknek a nagyon
kockazatos kotvényeknek a piacarol nagymértéki a tékekivonas.

Egy masik aktualis példa a kriptovalutak piaca. Hatalmas vitak dulnak ama-
tor befektet6k, de egyre inkdbb professziondlis szereplék kozott is, hogy mi az
optimalis bitcoinbefektetési stratégia. Két szélséség a jellemz6: az egyik vélemény
szerint vagyonunknak maximum egytizedét érdemes kriptovalutdban tartani,
masok viszont komoly t6kedttétellel jatszottdk meg ezt az eszkozt, sokszor meg-
lehetds sikerrel. Modelliink egy meglepd, tavolsagtartd értelmezését adja a jelen-
ségnek: elképzelhetd, hogy a nagy kiilonbség a két javasolt stratégia kozott nem
abbdl fakad, hogy a szereplék nagyon kiilonboz6képpen itélik meg a piac esélyeit,
hanem abbdl, hogy a piac kozel van a kritikus ponthoz, ahol a konzervativ és a
tékeattételes stratégiak hasonld értéktiek.
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Figgelék
Fl. Az ugrdsok siirtiségfiiggvénye

Jelolje p,(j) az ugrés stirliségfiiggvényét effektiv értelemben, mig p,, (x) logaritmikus
értelemben. Ekkor persze j=e"—1. Cont-Tankov (2004) alapjan ekkor a Lévy-mérté-
kek v transzformacidja a kovetkezéképpen torténik:

Vlog (dx> = )\plog (x)dx: )\peﬂ (])d] = Veﬂ (d])
L dj
plog (.X') = peﬁ‘ (])a

k=1

Prog (x)=k(1+j) e :k<1+e’C —1)k71e" = ke,
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ami éppen egy exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozé minusz egyszeresének
stirtiségfiiggvénye.

F2. A hasznossdg adott befektetési ardny és fogyasztdsi rdata mellett

1—v

11—

Oy 1 Ny e P
0 1— v 1— yJo

ahol a varhato értéket és az integralt felcserélhettiik, mert v < 1 esetén az integrandus

nemnegativ, mig > 1 esetén hatdrozottan negativ. Szitkség van tehat Y,= V' "¢ "-re,

illetve ennek varhat6 értékére. V,sztochasztikus folyamatot az alabbi sztochasztikus-

folyamat-sorozattal kozelitjiik:

th(") :V[(")[[r(a)—c]dt—l—a[/,a—r(a)—/\]]dt—i—ozadwt —I—i&ZdNBfU‘)Aj] , (F1)
i=1

ahol —1=j, < <j, < <j =0egyekvidisztans particiéja a (—1,0] intervallumnak,
Ji =i =ALVi=1,..,n,é N ﬁf“’w IPoisson-folyamatok fiiggetlenek.
Az (F1) megoldasa Cont-Tankov [2004] alapjan:

Ao )i
N

v =ve [[(1+ai)
i=1

ahol X, = [r(a)—c—ka[u—r(a)—)\]]_ (a;‘)z}t—kaawr

Yt(n) _ [Vt(n) }17 v et — Volf v’e(lf )X, 6t ﬁ(l n @)(1 - ’V)Nm](l})m] _

i=1

I
=V, T T  Jexp
i=1

VA —~\1=7
NQ{’(J‘)AJ] log(l + ozji) ]
th varhato értékét szamolhatjuk tényezénként, hiszen X, és N Plp U] figgetlenek.
A produktum mogott egy Poisson-eloszlast valdszintiségi valtozo konstansszorosanak
exponencialisa szerepel, erre:

At w (o8 k
E[exp(NfA) -a)} = ge“k <At);€A = em;(e;{\!t) = exp[(e” —I)At}.

n

Ezt felhasznalva Yt( ) varhat6 értéke:

r(a)—c—l—a[,u—r(a)—/\ﬂ—w t—ot+

(ac)
2

B[y |=v,~ exp‘(l—v)

+ti[(1+o?ji)w—1]Atp(ji)Aj .

i=1
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Hatéarértéket véve:

E[YZ]ZVJ‘”eXp‘(l—'V) r(a)—CJra[u—r(a)—M]—v<O“27)2 t— 6t +

ox [ rag) 1]p<j)df]= v, exp{[(1-7)¥ (@)~ (1-)e—o]t},

ahol

(oo)

\I/(a):r(a)—l—a[u—r(a)—)\ﬂ—’y 5

kX o —~\l=7 ak-1 .
+1_7f1‘(1+a]) —1](1+]) dj.
Végiil a hasznossag ekkor:

¢ e
U:l_vfo B[Y,]dt =

— mﬁmexp{[(l—’y)\Il(a)—(l—fy)c—é]t}dt =

11—~

_ (Vi) L ha (1= ) W(a)—(1—-)c—6 <0,

F3. A kockdzatmentes egyenértékes « fiiggvényében

Az optimélis fogyasztasi rata o fiiggvényében:

C(a)zé—(l—'y)\ll(a) N C<0):(5—(1—7)r (S—r.

=r—+
Y Y v

A megoldand¢ egyenlet V,-ra:
Ul0,¢(0), v, |=Ula, c(a), 1]

[c(0),v,] le(a)1]

]l
+0—(=7)r]  (1=)[(1=7)e(a)+6—(1=7)¥(a)]
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