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A részvénytartds spektrdlis kockazata
hosszu tavon

A hosszu tavon befekteték (példaul nyugdijalapok, céldatum-eszkozalapok és fia-
tal befektet6k) szamara fontos kérdés, hogy mennyire kockazatos hosszi tavon
részvényt tartani. Tanulmanyunk a spektralis kockazati mértékeket helyezi kozép-
pontba, amelyek a vizsgalt kitettségek lehetséges veszteségeit ugy atlagoljak, hogy
a nagyobb veszteségek nagyobb sulyt kapnak. A kitettséget a kockdazatmentes
bankbetét és a részvényarfolyam kiilonbségének valasztva, a spektralis kockazatra
tekinthetiink ugy, mint annak a mértékére, hogy a befekteté atlagosan mennyire
fogja azt banni, hogy kockazatmentes bankbetét helyett részvényekbe fektetett.
Tanulmanyunkban illusztraljuk Bihary és szerzétdrsai [2018] eredményeit, ame-
lyek analitikusan megmutattak, hogy a részvénytartas spektralis kockazata kelléen
hosszi tavon csokken, s6t negativ lesz. Ugyanakkor numerikusan azt tapasztal-
juk, hogy az elviselhet6 kockazathoz legalabb szaz évet kell varnunk.*

Journal of Economic Literature (JEL) kod: G11.

Bevezetés

Az id6beli diverzifikacié mogott az a gondolat all, hogy a részvénytartds kockdzata
az id6horizont novelésével egyre kisebb (Bennyhoff [2009]). A sokat vitatott elkép-
zelésnek kiilonosen nagy a gyakorlati jelentésége a hosszu tavon befekteték (példaul
nyugdijalapok, céldatum-eszkozalapok és fiatal befektet6k) szamara, ugyanis ha az
elgondolds igaznak bizonyul, akkor portfolioik kialakitasakor sokkal nagyobb sze-
repet kaphatnak a részvények a kotvényekkel szemben.

* Koszonjilk a Magyar Kozgazdasagtudomanyi Egyesiilet 2017. évi konferenciajan kapott hozza-
szolasokat.
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A témakor alapjait az 1990-es évek els6 felében fektették le (lasd Bennyhoff [2009]),
ésaz elmult évtizedek soran nagy érdeklédés kisérte mind a gyakorlati, mind az elmé-
leti szakemberek részérdl. Ugyanakkor a kérdést illetéen az irodalom igencsak ellent-
mondasos, és mind a mai napig nem sziiletett meg a végsé kovetkeztetés. A vita kez-
deti idGszakabol Bennyhoff [2009] két fontosabb allaspontot és nézdpontot is kiemel.
Egyfeldl Siegel [1998] szerint a legalabb 15 évet meghalado befektetések esetén a rész-
vények a historikus hozamok alapjan a kotvények és a kincstarjegyek hozamait is feliil-
mulo, pozitiv realhozamokat értek el. Tovabba azt is hangsulyozza, hogy kutatasaik
alapjan ugy talaltak: hosszu tavon a részvények kockazata kisebb, mint a kotvényeké
vagy a kincstarjegyeké. Ezzel szemben Samuelson [1994] elvetette azt az allitést, hogy a
részvények kockdzata az id6tav novekedésével csokken, és egzakt tételként hivatkozik
arra, hogy a befektetési horizont bizonyos feltételek esetén nincs hatassal a portfélio
Osszetételére. Vegyiik észre, hogy Samuelson [1994] tételében mar a portfolié osszeté-
telérdl beszél, mig Siegel [1998] még csak a részvénytartds kockazatarol, amibdl nem
trivialis eljutni az optimalis portfolid-osszetételig. Ebben a tanulmanyban a részvény-
tartds kockazatara helyezziik a hangsulyt, de a zardfejezetben felhivjuk a figyelmet a
portfolio osszetételével kapcsolatos néhany fontos tanulmanyra.

A pontos modszertan és f6ként a részvénytartas kockazatdnak mérésére szolgalo
eszkoz tekintetében kiillonboz6é megkozelitések allnak rendelkezésiinkre. A részvé-
nyek évesitett realizalt szorasat (volatilitasat) vizsgalva Siegel [1998] azt talalta, hogy
tobb évtizedre sokkal alacsonyabb értékeket kapunk, mint néhany évre szamolva.
Ezzel szemben Pdstor-Stambaugh [2012] amellett érvelt, hogy egy befektetd szem-
pontjabol a részvények hosszabb tdvon sokkal volatilisebbek. A befekteték ugyanis
nem ismerik a részvénydr alakuldsanak paramétereit (kiilonésen nem a feltételes
varhat6 hozamot), azokat zajosan elére jelezve hosszabb tavon legaldbb 1,3-szer
nagyobb évesitett volatilitassal szembestilnek. Avramov és szerzétdrsai [2017] a
befektet6i vélekedéseket modellezve szintén arra jut, hogy lehetnek olyan befekte-
tok, akik kisebbnek érzékelik a részvényhozamok édtlaghoz valé visszahtizasat, és
igy kockazatosabbnak tartjak a részvényeket.

Egy masik megkozelitésben tekinthetjiik annak a valoszintségét is, hogy a t id6-
pontban a részvénybefektetés S(t) értéke kisebb, mint a kockazatmentes bankbetét
S,e" értéke, ahol S a kezdeti befektetés mértékét, r pedig a kockdzatmentes hoza-
mot jeloli. A valdszinliség mar egy egyszerti GBM- (geometriai Brown-mozgas)
modell esetén is csokken a f fiiggvényében, ami alatdmasztani latszik azt az elkép-
zelést, hogy a részvénybefektetés kockazata csokken a tartasi periodus novelésével.
Ugyanakkor, ahogyan arra mar Harlow [1991] is felhivta a figyelmet, ez az elemzés
nem veszi figyelembe az S(f) és az S e" kozotti kiilonbséget, amely persze a t ndve-
kedésével egyre nagyobb lehet.

Bodie [1995] a kockazat szamszer(isitésére egy olyan eurdpai eladasi (put) opcid arat
tekintette, amelynek az alapterméke egy részvény, és egy rogzitett t lejaratra az S e”
kockézatmentes kifizetést garantalja. A put opcié dija t-ben névekvének bizonyult,
ami Bodie [1995] gondolatmenete alapjan a részvénytartas idében névekvé kockaza-
tat jelenti. Ezt az elemzést ugyanakkor tobb komoly kritika is érte. Wilkie [2001] sze-
rint az el6z6 kovetkeztetés kétségkiviil helytelen, és egyrészt az el6z6 modszertanbol
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tulajdonképpen az kovetkezik, hogy ha a kockazatmentes kifizetést kivanjuk garan-
talni, akkor mindent a kockdzatmentes befektetésbe kell invesztalnunk. Masrészt
pedig tgy talalta, hogy a garancia formajatol és a kockazat mérésétél fiiggéen a rész-
vények kockazata id6ben néhet, csokkenhet, vagy néhet és csokkenhet, illetve for-
ditva. Tovabba Ferguson-Dean [1996] ramutatott arra, hogy amennyiben a modell-
ben az opcié dijanak id6beli emelkedése a részvénybefektetés kockazatanak noveke-
dését jelenti a kockazatmentes befektetéshez képest, akkor hasonlé érvelés alapjan a
forditott viszony esetében is a kockazat idébeli novekedésével kell szembesiilniink,
igy ellentmondasra jutunk. S6t a befektetési horizont névelésével gyakorlatilag bar-
milyen eszkoz kockazata novekszik, barmihez viszonyitunk.

Treussard [2006] az Y(t) =S e" — S(t) kifejezés, vagyis tulajdonképpen a kockdzat-
mentes bankbetét helyetti részvénytartas kockdzatat vizsgalja GBM-részvényarfolya-
matot tekintve. Ha Y(f) pozitiv (negativ), akkor a részvény gyengén (jol) teljesit a koc-
kazatmentes bankbetéthez képest, igy Y(f)-re tekinthetiink ugy, mint a veszteségeket
megragadé valdszintségi valtozora. Treussard [2006] a kockazati mértékek kozil a
kockaztatott értéket (Value-at-Risk) és a feltételes kockdaztatott értéket (Conditional
Tail Expectation — Artzner és szerzdtdrsai [1999]) vizsgalta. A kockazati mértékekre
magyarul lasd példaul Csoka [2003] és Szego [2004] munkait. Treussard [2006] azt
talalta, hogy a valos (statisztikai) mértéken mért Y(¢) kockdzata egy id6 utdn csok-
ken, mig a kockdzatsemleges mértéken mért kockdzat idében monotonon né. Ezek
alapjan Treussard [2006] arra hivatkozva, hogy a részvénytartds kockazatanak idében
novekednie kell, a kockazatsemleges mérték hasznalatét javasolta.

Treussard [2006] éllitasat vizsgalta felill Nguyen és szerzdtdrsai [2012]: a szerzék az
Y(t) =S,e" — S(t) kifejezés Choquet-integral kockdzatét (lasd példaul Sriboonchita és szer-
z6tdrsai [2009]) elemezték, valamint két tovabbi Lévy-folyamatot is szemiigyre vettek:
egy eltolt Poisson-folyamatot (shifted Poisson process) és egy olyan folyamatot, amelynek
logaritmusa véletlen bolyongas. Kovetkeztetésiik szerint a kockdzatsemleges mértéken
is csokkenhet a kockazat idében, igy nem egyértelmt, hogy a kockazatsemleges vagy a
valds mértéket kell-e hasznalni a részvénytartas kockazatanak mérésekor. Véleményiink
szerint ezt a kockazatot csak a valos mérték szerint érdemes mérni.

Bihary és szerzdtdrsai [2018] ezen az tton halad tovabb, és a Choquet-integral
kockazattal ekvivalens spektralis kockazati mérték (Acerbi [2002]) segitségével
vizsgalja az Y(f) = S,e" — S(t) veszteségi valtozo kockdzatdnak iddbeli alakuldsit a
valds mértéken. A spektrdlis kockazati mértékek a koherens kockazati mértékek-
hez (Artzner és szerzdtdrsai [1999]) tartoznak, és kifejezheték a veszteségek sulyo-
zott atlagaként, ahol a nagyobb veszteségekhez nagyobb sulyok tartoznak. Ezért
ugy is tekinthetiink az Y(f) spektralis kockazatara, mint annak a mértékére, hogy
varhatdan és dtlagosan mennyire fogjuk azt banni, hogy kockazatmentes bankbetét
helyett részvénybe fektettiink. A spektralis kockazati mértékek kiemelt alosztalya a
varhatd veszteség (Expected Shortfall, ES; Acerbi—Tasche [2002], Rockafellar-Uryasev
[2002]), amely hatékonyan szamolhaté és becsiilhetd (Acerbi—Tasche [2002]), vala-
mint backtesztelhetd is (Acerbi—Székely [2014]), és amely normalis eloszlasu hoza-
mok esetén egybeesik a feltételes kockaztatott értékkel. Emellett a Bazeli Bankfel-
tigyeleti Bizottsag 2013-ban a bels6 t6kemegfelelési modellek esetén az ES hasznalata
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mellett dontott (BIS [2013]), amely szintén nyomatékositja az ES mint gyakorlati
szempontbol is fontos kockazati mérték jelentdségét.

Bihary és szerzétdrsai [2018] a lehetséges részvényar-alakulasok modellezésére
a kovetkez6 modelleket vizsgalja. A szerz6k a standard geometrikus Brown-moz-
gas (GBM) mellett az exponencialis Lévy-modellt (1asd példaul Mandelbrot [1963],
Bertoin [1996] és McCulloch [1996]) is szemiigyre veszik (amelynek a GBM egy
specialis esete), amely sokkal nagyobb rugalmassagot kindl a részvényarak vastag
szélt viselkedésének modellezésére. Szemléltetésképpen elemzik az exponencialis
Lévy-modellek egy specialis tipusat is, a Véges Momentumu Log-Stabil (FMLS)
modellt (Carr-Wu [2003]). A kockazat hosszu tavu viselkedésénél két jol elkiilo-
nillé esetet tekintenek. A részvényédr-folyamat paramétereitdl (a p drift és a x kon-
vexitast kiigazito tag) fligg6en megkiilonboztetnek magas (> r+ k) és kozepes
(r+ k> pu>r) névekedési iitemeket.

Bihary és szerzdtdrsai [2018] megvizsgéalja, hogy a kiilonbo6z6 részvényar-alakulas és
novekedési iitemek mellett hogyan alakul hosszt tavon annak a spektrélis kockdzata, ha
kockazatmentes bankbetét helyett részvénybe fektetiink. Vegyiik észre, hogy a kockazat
ugy is értelmezhetd, mint sziikséges készpénztartalék. Ha a kockdzat negativ, akkor az
azt jelenti, hogy akar egy tékeattételes részvénypozicio is elfogadhatd. Ahogy latni fog-
juk, id6ben a kockazat nullabdl indul, és kezdetben novekszik. A kérdés az, hogy van-e
olyan idépont, amikor a kockazat csokkenni kezd, és elér valamilyen kivant szintet, vagy
akar 4t is lép a negativ tartomanyba. Tanulmanyunkban részletezziik és illusztraljuk
ezeket a spektralis kockazati mértékekre kapott analitikus és numerikus eredményeket.

Spektralis kockazati mértékek

Tekintsiik az X valoszintségi valtozot, amely egy portfolio veszteségeloszlasat reprezen-
télja a t idépontban. Igy az X pozitiv értékei veszteségeknek felelnek meg, mig az X nega-
tiv értékei profitoknak. A véletlen veszteségi valtozok halmazat jelolje X.

A koherens kockazati mértékek (Artzner és szerzbtdrsai [1999]) axiomatikusan jol
megalapozottak, az altalanos egyensulyelmélet keretébe is beleillenek (Cséka és szerzd-
tarsai [2007]), és még a likviditasi kockazatot is megragadjak (Acerbi—Scandolo [2008]).

1. DEFIN{CIO o A p: X— R kockdzati mértéket koherens kockdzati mértéknek nevez-
ziik, ha eleget tesz a kovetkez6 feltételeknek:

« monotonitds: Y < X=-p(Y) < p(X),

« pozitiv homogenitas: h > 0= p(hX) = hp(X),

« szubadditivitas: p(X+Y) < p(X) + p(Y),

o transzldcio-invariancia: a € R = p(X + a) = p(X) + e "a, ahol e "a diszkontfak-
tor a t id6pontban.

Elemzésiik soran Bihary és szerzbtdrsai [2018] konstans kockdzatmentes r kamatla-
bat feltételez. Az e " diszkontfaktort tobb tanulményban is kihagyjak, a mi szempon-
tunkbol viszont kiilonésen fontos, mivel hosszt idétavot vizsgalunk.
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Az Expected Shortfall (varhato veszteség, ES; Acerbi—Tasche [2002], Rockafellar-
Uryasev [2002]) a bevezetében emlitett tobb tulajdonsaga miatt is kiemelkedd kohe-
rens kockazati mérték. Egy adott X € X’ véletlen veszteségi véltozo és egy a € [0, 1
konfidenciaszint mellett ES_(X) az esetek legrosszabb 100(1 — «) szazalékaban rea-
lizalt veszteségek atlaga. Egy tipikus valasztas az a=99%, és ekkor ES,,, az esetek
legrosszabb 1 szazalékaban adodo veszteségek atlagdnak felel meg.

Ahhoz, hogy formélisan is definidljuk az ES-t, tovabbi jelolésekre van sziiksé-
giink. Egy adott X € X' véletlen veszteségi véltozo6 esetén jeldlje F,(x) =P[X <x] a
hozza tartozo eloszlasfiiggvényt. Az X veszteségeloszlasanak altalanositott inverzét
azF.'(p)= inf{x‘FX (x)> p} figgvénnyel adjuk meg.

99%

2. DEFINICIO « Egy adott X € X' veszteségi valtozo és o€ [0, 1) esetén ES (X) az X
vdrhato veszteség (ES) szerinti kockdzatdt jeloli az « szinten, amelyet a kovetkezékép-
pen definidlunk:

BS,(X)=e [ (p)dp.

11—«

Az oo =1 érték esetén ES a (diszkontdlt) maximalis veszteségnek felel meg, vagyis
ES (X)=e "ess. sup{X}.

A spektralis kockazati mértékek (Acer [2002]) szintén koherensek, és ahogyan a
kovetkez6 definicidban is szerepel, ugy altalanositjak az ES-t, hogy a veszteségeknek
egy novekvd silyok szerinti sulyozott atlagat veszik.

3. pEFIN{CIO » Egy adott X € A'veszteségi valtozo esetén p, (X) az X spektrilis kockd-
zati mértékét jeloli, amelyet a kovetkezéképpen definidlunk:

p,(X)=e "f F/' p)dp,

ahol ¢ € L'([0, 1]), valamint eleget tesz a kovetkez6 feltételeknek:
o ¢ pozitiv,
¢ monotonon noévé,

- [lo(p)dp=1.

Ismét felhivjuk rd a figyelmet, hogy az altaldnos képletek a veszteségekre vonatkoz-
nak, és nem a nyereségekre, tovabbd valamennyit kiigazitjuk az e " diszkontfaktorral.
Ahogyan az a definiciéjabol is latszik, az ES egy spektralis kockazati mérték.

A spektralis kockazati mértékek a Choquet-integralok (Choquet [1954]) egy spe-
cialis eseteként is elé6allnak. A Choquet-integral kockazati mértékeket (lasd példaul
Sriboonchita és szerzdtdrsai [2009]) a kovetkezéképpen definidljuk.

4. DEFINICIO o Egy adott X € X'veszteségi véltozo esetén p,(X) az X Choquet-integrdl
kockdzati mértékét jeloli, amelyet a kovetkezéképpen definidlunk:

p(X) = [Hi—Ey(x)|dx e [7 {1, (x)]-1}dx,
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ahol h az igynevezett torzitasi fiiggvény (Wang [1996]), amely nem csokkend, és eleget
tesza h(0) =0 és h(1) =1, valamint a lim , h=0 éslim,_h=1 feltételeknek.

Ahogyan azt Nguyen és szerzdtdrsai [2012] is irja, a konkav h torzitasi figgvényekre
a kovetkez6 kapcsolat all fenn a Choquet-integral kockazati mértékek és a spektralis
kockazati mértékek kozott: ha h'(1 — p) = ¢(p), akkor p,(X) = p,(X) minden X € Xese-
tén. A tanulmany hétralévo részében a spektralis kockdzati mértékeket és a Choquet-
integral kockazati mértékeket egymassal felcserélhet6 fogalmakként hasznaljuk, és a
4. DEFINICIOBAN szereplé képletre hivatkozunk.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicié révén csupan a nem degeneralt torzitasi fiiggvé-
nyekkel foglalkozunk, ezzel pedig kizarjuk a maximalis veszteséget mint degeneralt ese-
tet. Azt mondjuk, hogy egy h torzitasi fliggvény nem degeneralt, ha létezik olyan p>0,
amelyre h'(p) >0, vagy ekvivalensen, létezik olyan g < 1, amelyre ¢(q) > 0.

Bihary és szerzétdrsai [2018] tanulmanyukban Treussard [2006] és Nguyen és szer-
z6tdrsai [2012] nyoman az Y(f) =S e" — S(t) kifejezést tekintik veszteségi valtozoként,
és ennek hatarozzak meg a spektralis kockdzatit a 4. DEFINTCIO segitségével. Ha Y(f)
pozitiv (negativ), akkor a részvény gyengén (jol) teljesit a kockazatmentes bankbe-
téthez képest, igy Y(¢)-re gy is tekinthetiink, mint ami megmutatja, hogy a t évben
mennyire bantuk meg, hogy kockdzatmentes bankbetét helyett részvénybe fektettiink.
Az Y(t) spektralis kockdzata igy annak a mértéke, hogy varhatdan és dtlagosan meny-
nyire fogjuk azt banni, hogy kockdzatmentes bankbetét helyett részvénybe fektettiink.

Vizsgalt modellek

Legyen S(t) egy pozitiv értékd sztochasztikus folyamat, amely a piacon 1év§ részvény
aralakuldséat reprezentalja. A sztochasztikus folyamatot szokds szerint az (2, F; P)
filtralt valészintiségi mez6n definialjuk.

A geometriai Brown-mozgds (GBM-) modellben a részvényar alakuldsa az

S(t)=s,e" I s0)=s, M

sztochasztikus folyamatot koveti, ahol 1> 0 a drift, o> 0 a volatilitas, és W, egy
Wiener-folyamat.
Ekkor az S(t) folyamat loghozamara a t id6pontban a kovetkezd teljestil:

SO (o )
ot

In

0

P

<z :<I>[z], )

ahol ®[z] a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékét jeloli a z pontban.

Az exponencidlis Lévy-folyamat (lasd példaul Mandelbrot [1963], Bertoin [1996] és
McCulloch [1996]), amelynek a GBM egy specialis esete, sokkal rugalmasabb eszkozt
kinal szamunkra a vastag szélek modellezésére.
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Az exponencialis Lévy-modellben a részvényar az
S(t)=S,e" R, s(0) =8, 3)

sztochasztikus folyamatot koveti, ahol az X, egy Lévy-folyamat, amelyet egyértelmtien
meghatdroz a T ugynevezett Lévy-triplet, tovabba 1 > 0 a drift, és végiil

Ky = %ln Be™ @)

a konvexitast kiigazito tag. A k, egyféle kompenzator szerepét tolti be abban az érte-
lemben, hogyaze ™ *kifejezés martingal. Vegyiik észre, hogy a Lévy-folyamat id6-
homogén tulajdonsdgabdl kovetkezéen k, nem fligg az id6t6l. A T Lévy-triplet dltal
megadott Lévy-folyamat eloszlasfiiggvényét a t idépontban F -vel jeloljiik.

A Véges Momentumu Log-Stabil (Finite Moment Log Stable, FMLS) modellt
Carr-Wu [2003] vezette be: a szerz6k az S&P500 indexre kiirt opcidkat vizsgalva
azt figyelték meg, hogy az implicit volatilitasgorbék — az ugynevezett moneyness
(a kotési arfolyam és a hatdridés ar hanyadosanak logaritmusa, osztva a lejarati
id6 gyokével) fiiggvényében kirajzolva — nem simulnak ki a lejarati id6 noveke-
désével. Tehat empirikus eredmények alapjan a hozamok kockdzatsemleges elosz-
lasanak bal oldali széle hosszabb id6tavot figyelembe véve is vastag marad, ami
latszolag ellentmond a centralis hatareloszlas-tétel kovetkezményeinek. Hagyo-
manyosan erre mint egy lassu konvergencidra tekintettek a normalis eloszlas felé,
Carr-Wu [2003] viszont egy masik megkozelitést javasolt. A részvénydr modelle-
zéséhez az «-stabil eloszlascsalad egy tagjat hasznaltak fel, ahol az o paraméter
az eloszlas egészéhez képest szabalyozza a szélek vastagsagat. Az a-stabil mozgas
onhasonld tulajdonsagu, vagyis az eloszlas alakja a skalazastol eltekintve min-
den id6horizonton megegyezik, vagyis az eloszlas széleinek vastagsdga invarians
az idGbeli aggregaciora.

Az FMLS-modellben a részvényar alakulasa (Carr-Wu [2003]) az

S(t)=8,e" 1, s0)=5, 5)

sztochasztikus folyamatot koveti, ahol y a drift, x akonvexitast kiigazitd tag, oa volatilitas
skdlaparamétere, L; pedig a-stabil eloszlast v € (1, 2) alakparaméterrel, 5= —1 érték-
kel, t/° skalaparaméterrel és nulla varhato értékkel, vagyis L, ~ S(a, —1, £, O). Igy
az eloszlas egyetlen szabadon megvalaszthat6 paramétere az .

A (= —1 valasztas garantdlja, hogy a részvényar Osszes feltételes momentuma
létezik. Az a € (1, 2) feltétel mellett pedig a loghozamok a teljes valds szamegyenes
mentén vehetik fel értékeiket, ugyanakkor a loghozamok varianciaja (és valameny-
nyi magasabb rendi momentuma) végtelen. Az o értékének csokkentése vastagabb
széleket eredményez a veszteségekre nézve, az a = 2 paraméterrel pedig visszakap-
ndank a GBM-modellt mint specidlis esetet.

A konvexitast kiigazit6 tag az FMLS-modell esetén a kovetkezd alakban adott:

k= —0o"sec(ma/2). (6)
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Vegyiik észre, hogy r pozitivaz a € (1, 2) voltdnak és a sec fiiggvénytulajdonséga-
inak koszonhetéen. Az S(t) folyamat loghozamara pedig

s(t)

So

In =(u—k)t+oL (7)

adodik, igy az eloszlasa rogzitett t esetén S [oz, —1, ot “ ( w— K)t].
Az S(a, —1, 1, 0) eloszldshoz kapcsolddo eloszlas- és stirtiségfiiggvényeket a z helyen
rendre O (z)-vel és O (z)-vel jeldljiik.

Analitikus eredmények

Bihary és szerzétdrsai [2018] elemzésének kozéppontjaban tehat a p,[Y(f)] spekt-
ralis kockazat hosszu tavu viselkedése all. Ahogyan azt a szerzdk is szemléltették,
a kockazati mérték nullaban kezdédik, folytonos, és kezdetben novekszik. A kér-
dés pedig az, hogy elkezd-e csokkenni egy pont utdn, vagy végig névekvé marad.
Tanulmanyukban a valés mértéken dolgoztak, és valamennyi eredményiiket erre
fogalmaztak meg. Ugyanakkor a ;1= r helyettesitéssel a kockdzatsemleges mérték
szerinti elemzés is elvégezhetd.

A tanulmadny szerzéi ugy talaltak, hogy két eltéré novekedési iitem van, ahol a
kockdzat hosszu tavu viselkedése kiilonbozik. Ha 1 > r+ k, akkor magas novekedési
titemrol beszéliink, mig az r4 k> 1 > r esetet kozepes novekedési titemnek nevez-
ziik. Ha p <1, akkor a kockazat trividlisan novekvd.

A kovetkezokben a vizsgalt modellek bemutatasanak sorrendjében végigvessziik és
értelmezziik Bihary és szerzétdrsai [2018] legfontosabb eredményeit.

GBM-modell

Nguyen és szerzétarsai [2012] két exponencialis Lévy-folyamatot is megvizsgalt, a
GBM-et és az exponencialis Poisson-folyamatot. A tanulmdny szerzdi bebizonyitot-
tak, hogy a b’ > ¢ >0 (vagyis h’ alulrol korlatos) elégséges feltétel mindkét novekedési
titemnél, hogy a kockazat nagy t-re negativ legyen. A magas novekedési titem eseté-
ben A’ folytonossaga mellett szintén belattdk ezt a viselkedést.

Bihary és szerzétdrsai [2018] sajat elemzési keretében Gjra megvizsgalta a GBM-
modellt. Ehhez a szerzok feltételezték, hogy az S(f) részvényarfolyamat geometriai
Brown-mozgast kovet, és a sajat definicidjuknak megfelel6en atfogalmaztak Nguyen
és szerzotdrsai [2012] spektralis kockazatra felirt képletét, amely igy mar a diszkon-
talast is figyelembe veszi:

Y (8)]=S, {1 — [ :h’(@[z])\/;_ﬂel/2<zaﬁ)zdz}. (®)

Ezt felhasznalva pedig megfogalmazzak elsé eredményiiket.
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2
1. TETEL « Ha pu>r —l—%, akkor a GBM-részvénydrmodellben nagy t esetén p,[Y(t)]

negativ.

Ez tehat azt jelenti, hogy a GBM-modellben a magas novekedési titem esetén min-
den spektralis kockazati mértékre (az Expected Shortfallt is beleérte) negativ értéket
kapunk elegendben nagy ¢ esetén.

Tetszdleges exponencidlis Lévy-modell

EztkovetSen Bihary és szerzétdrsai [2018] kiterjesztette az elemzést az altaldnos exponen-
cidlis Lévy-modellekre, ahol az S(f) részvényarfolyamat dinamikéja exponencialis Lévy-
folyamat. Az elemzés els6 lépése ebben az esetben is a spektralis kockazat felirasa volt:

2. TETEL o Egy tetszdleges exponencidlis Lévy-modellben az Y(t) spektrdlis kockdza-
tdanak értéke

0 [Y(t)} =S, {l—e("’r)thez”xmth’[E (z)]ﬁ (z)dz}, )

ahol F, a T Lévy-triplet dltal meghatdrozott Lévy-folyamat értékének egy adott t id6-
pontbeli eloszldsfiiggvénye.

A szerzOk pedig ennek a képletnek a felhasznaldsaval ugyanazt a hosszu tava viselke-
dést lattak be tetszéleges Lévy-modellre, mint amelyet Nguyen és szerzétdrsai [2012]
is bizonyitott, de csak a GBM-modell esetén.

3. TETEL « Ha h'()) alulrél korldtos egy c > 0 konstanssal, és pu > 1, akkor egy tetszdleges
exponencidlis Lévy-modellben nagy t esetén p,[Y(t)] negativ.

A kulcs tehat a Lévy-modelleknél, hogy a h’ fiiggvény alulrdl korlatos legyen, és ha ez
teljesiil, akkor elég nagy t-re mind a magas, mind a kozepes novekedési iitem esetén a
spektralis kockdzat atlép a negativ tartomanyba. Természetesen ebbe a feltételbe nem
fér bele az Expected Shortfall, csak akkor, ha az 6sszes kimenetel sima atlagat vessziik.

FEMLS-modell
Végiil a kitiintetett exponencialis Lévy-modell, vagyis a Véges Momentumu Log-
Stabil (FMLS) modell esetén az S(f) részvényarfolyamat mozgasat a szerz6k FMLS-

folyamatnak tekintették, és a spektralis kockazatra a kovetkezd tételt fogalmaztak meg.

4. TETEL o Az FMLS részvénydrmodellben az Y(t) spektrdlis kockdzatanak értéke

D, [Y(t)] _ So {1 _e(lf*’)t 'fj:cezml/“fmh/[eo (Z>]®¢/1 (z)dz}, (10)
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ahol © (z) az S(co, —1, 1, 0) eloszldsii valbszintiségi vdltozo eloszldsfiiggvényének értéke
a z helyen.

Ennek segitségével pedig Bihary és szerzdtdrsai [2018] megvizsgélta a spektralis koc-
kazat hosszu tavu viselkedését, és az alabbi eredményeket kaptak.

5. TETEL » Ha h'()) alulrél korldtos egy C >0 konstanssal, és > 1, akkor az FMLS
részvénydrmodellben nagy t esetén p,[Y(t)| negativ.

Vagyis nem meglep6 moédon itt is bizonyithaté az exponencialis Lévy-modellnél
latott 3. TETEL megfelelden atirt valtozata, és ugyanazon feltételek teljesiilése mellett
hasonld hosszu tavu viselkedést tapasztalhatunk.

A kovetkez6 eredmény pedig a GBM-modellnél latott 1. TETELLEL van dsszhang-
ban, miszerint a magas novekedési iitemnél minden spektralis kockazati mérték
negativ lesz elég nagy t-re.

6. TETEL « Ha p>r+ K, akkor az FMLS részvénydrmodellben nagy t esetén p,[Y(t)]
negativ.

Numerikus eredmények

Bihary és szerzotdrsai [2018] az elméleti eredményeiket gyakorlati példakon is tesztel-
ték. Ehhez meghataroztak a kockazatmentes bankbetét helyetti részvénybefektetés 90
szazalékos szinten tekintett, Expected Shortfall szerinti kockazatat. Habar ez a rela-
tive alacsony percentilis nem megfelel6 egy befektetési bank prudens kockazatkeze-
léséhez, jol titkrozi egy tékealap kockdzattlir6 képességét. A szamitasokat kiilonboz6
tartasi periddusokra is elvégezték a szerzdk, havi lépéskozokkel haladva, egészen szaz
évig. A GBM-modell (o =2) mellett az FMLS-modellt is megvizsgaltdk kiillonb6z6 o
paraméterekkel: « =1,8, 1,85, 1,9, 1,95. A kezdeti befektetés mértékét egységnek vet-
ték. A GBM-modellben a volatilitas értékét o, = 0,155-nek valasztottak, amely az
S&P500 index historikus évesitett atlagos volatilitasanak felel meg. Az FMLS-modell
o, paramétereit pedig gy hataroztak meg, hogy az éves hozamok elsé és harmadik
kvartilise kozotti kiillonbség megegyezzen a GBM esetén adddéval. Ez a moddszer bizto-
sitja a modellek konzisztenciajat a rovid tavu volatilitas tekintetében. A kockdzatmentes
bankbetét hozama r=0,048, amely az amerikai kincstarjegy historikus évesitett atlagos
rovid tava kamatlabaval egyezik meg. A p paraméter értékét = 0,089-nek valasztot-
tak, amely az S&P500 index historikus, osztalékkal kiigazitott, atlagos évesitett hoza-
manak felel meg. Ezek a paraméterezések egy jol diverzifikalt, amerikai részvényport-
folidba torténd, hosszu tava befektetés realisztikus modelljeit eredményezik. A korab-
ban definialtak szerint ezek mindegyike a ,magas novekedési iitembe” esik. A normalis
és a stabil eloszldsok eloszlasfiiggvényei mind megtaldlhatok a MATLAB program-
ban, a sziikséges integralasokat pedig numerikus kvadraturak segitségével hajtottak
végre, amelyek szintén elérhet6k MATLAB-ban. Az eredményeket az 1. dbra mutatja.
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1. dbra
A részvénytartasra vonatkozo Expected Shortfall (90 szazalékos) kockdzati mérték értéke
a tartdsi id6 fiiggvényében

Szazalék

004 a=18

-50 T T T - — Tartdsi idd (év)
0 20 40 60 80 100

Megjegyzés: a kockdzati gorbék a GBM-modellre és kiilonb6zé o paraméterek mellett az

FMLS-modellre is megfigyelhetok.

Forrds: Bihary és szerzdtdrsai [2018].

A kockazati gorbék 0-ban kezdddnek, ezutdan a maximalis értékiikig novekednek,
majd elkezdenek csokkenni, és az analitikus eredményekkel 6sszhangban végiil atlép-
nek a negativ tartomanyba. Minden tartasi periédusra a GBM-modell produkalja a
legalacsonyabb kockdzati szinteket, mig az FMLS-gorbék, kiilondsen azok, amelyek
a kisebb o paraméternek felelnek meg, magasabb kockdzati értékeket mutatnak. Eza
jelenség az FMLS-eloszlas vastag széli veszteség oldalanak koszonheté. Ahogyan azt
korabban is targyaltuk, a kockazati gorbéket ugy is értelmezhetjitk, mint a kiilonb6z6
tartdsi periddusokra vonatkozo, sziikséges készpénztartalék mértéke. Igy elméletben,
akockazati szintek maximumanak elérése utan, minél hosszabb a befektetd részvény-
tartasi id6tartama, annal kisebb a sziikséges készpénztartalék értéke, s6t megfelelen
hosszu idéperiddust véve, akdr tékeattételes pozicid is kialakithato.

Habar ezek a numerikus eredmények alatdmasztjak az elméleti kovetkeztetéseket,
amelyeknek megfelel6en a kockazati mérték valamennyi vizsgalt modell esetén nulla
lesz valamilyen elegendéen nagy tartasi periodus mellett, az x tengelyt megfigyelve
lathatjuk, hogy ez a pont csupdn szaz év koriil vagy akar még késébb kovetkezik be.
A vizsgalt keretek kozott ez pedig azt jelenti, hogy a csak részvényekbdl kialakitott
befektetési portfolio kockdzata egyediil abban az esetben viselheté el, ha hajlandok
vagyunk azt tobb mint egy évszazadon keresztiil fenntartani. Masfel6l, hosszu, de
realisztikus id6periodust (néhany évtizedet) tekintve, meglehetésen nagy készpénz-
tartalékra van sziikségiink a kockazat mérsékléséhez. Az 1. dbrdnak megfeleléen
a szitkséges mennyiség akar a kezdeti befektetés felét is meghaladhatja. Jollehet a
tanulmanyban vizsgalt kockdzati mértékek osztdlya nem expliciten Gtvonalfiiggd, az
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eredmények mégis komoly likviditasi problémara vilagitanak ra. Még ha egy befek-
tet6 hajlando is tobb mint szaz éven keresztiil egy tisztan részvényportfolio tartasara,
¢és még a kockazat mértékét is elviselhetdnek tartja, a hiszéves idépont koriil még igy
is tulzottan nagy kockazatot fut.

Zar6é megjegyzések

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy Bihary és szerzétdrsai [2018] a GBM-részvény-
folyamatra és az FMLS-modellre belattak, hogy magas novekedési titem esetén elég
magas t-re minden spektralis kockazati mérték (az Expected Shortfallt is beleértve)
negativ lesz. Az exponencialis Lévy-modelleket vizsgalva pedig, ha a spektralis koc-
kazati mérték minden lehetséges kimenetelhez szigoruan pozitiv sulyt rendel, akkor
nagy t-értékekre a spektralis kockdzat mind a magas, mind a kozepes névekedési
iitem esetén negativ lesz. Eredményeik alapjan a részvénytartas kockazata hosszu
tavon eltinik. Ugyanakkor realisztikus arfolyammodelleket megvizsgalva nume-
rikusan azt kapjak, hogy a kockazat nagyjabol 30 évig novekszik, és csak azutan
kezd el csokkenni, a 0-t pedig csupan koriilbeliil 100 évnél éri el. Ennek kovetkez-
tében a végsd kovetkeztetésiik, hogy a részvénytartas minden gyakorlati szempont-
bdl relevans id6tavon kockazatos.

Ahogy mar a bevezetében emlitettiik, a részvénytartas hosszu tava kockazataval
Osszefiigg, de attol némileg fiiggetlen az optimélis portfolio-osszetételnek, és azon
beliil a kockdzatmentes bankbetét és a részvények aranyanak a vizsgélata. Ez a kuta-
tasiirany Merton [1975] cikkével indult, majd a kovetkez6 jelentds lépésnek az emberi
toke szerepét is figyelembe vevé Bodie és szerzdtdrsai [1992] tekinthetS. Ehhez kap-
csolodoan Sziile [2011] a nyugdijrendszerben részt vevé egyének optimalis portfolio-
valasztdsa alapjan vizsgdlja a nyugdijrendszereket. Fagereng és szerzétdrsai [2017]
egyébként nagy mintds norvég haztartasi adatokon azt talalta, hogy a norvég haztar-
tasok egyre kevesebb részvényt tartottak, ahogy kozeledett a nyugdijazas éve, majd
nyugdijazaskor teljesen kivonultak a részvénypiacrdl. Végiil megemlitjiik, hogy Ang
és szerzdtdrsai [2014] a részvényeken beliil tovabbvitte a portféliovalasztasi dontés
vizsgalatat a likvid és nem likvid befektetések kozotti valasztassal.

Hivatkozdsok

Acersi, C. [2002]: Spectral Measures of Risk: A Coherent Representation of Subjective
Risk Aversion. Journal of Banking and Finance, Vol. 26. No. 7. 1505-1518. o. https://doi.
org/10.1016/s0378-4266(02)00281-9.

Acersi, C.-ScANDOLO, G. [2008]: Liquidity Risk Theory and Coherent Measures of Risk.
Quantitative Finance, Vol. 8. No. 7. 681-692. o. https://doi.org/10.1080/14697680802373975.

AcEersI, C.-SZEKELY BALAzs [2014]: Back-Testing Expected Shortfall. Risk, 76. o.

Acersi, C.-TAscHE, D. [2002]: Expected Shortfall: A Natural Coherent Alternative to Value at
Risk. Economic Notes, Vol. 31. No. 2. 379-388. o. https://doi.org/10.1111/1468-0300.00091.


https://doi.org/10.1016/s0378-4266(02)00281-9
https://doi.org/10.1016/s0378-4266(02)00281-9
https://doi.org/10.1080/14697680802373975
https://doi.org/10.1111/1468-0300.00091

A RESZVENYTARTAS SPEKTRALIS KOCKAZATA HOSSZU TAVON | 699

ANG, A.-PAPANIKOLAOU, D.-WESTERFIELD, M. M. [2014]: Portfolio Choice with Illig-
uid Assets. Management Science, Vol. 60. No. 11. 2737-2761. o. https://doi.org/10.1287/
mnsc.2014.1986.

ARTZNER, P-DELBAEN, F.—EBER, ]. M.-HEATH, D. [1999]: Coherent Measures of Risk. Math-
ematical Finance, Vol. 9. No. 3. 203-228. o. https://doi.org/10.1111/1467-9965.00068.

AvrAMOV, D.-CEDERBURG, S.-LUCIVJANSKA, K. [2017]: Are Stocks Riskier over the Long
Run? Taking Cues from Economic Theory. The Review of Financial Studies, Vol. 31. No. 2.
556-594. o. https://doi.org/10.1093/rfs/hhx079.

BENNYHOFF, D. G. [2009]: Time Diversification and Horizon-Based Asset Allocations. The
Journal of Investing, Vol. 18. No. 1. 45-52. o. https://doi.org/10.3905/j0i.2009.18.1.045.

BERTOIN, J. [1996]: Lévy Processes. Cambridge University Press, Cambridge.

BiHARY ZsOLT-CsOKA PETER-SZABO DAVID Z. [2018]: Spectral Risk Measure of Holding
Stocks in the Long Run. Mthelytanulmany.

BIS [2013]: Fundamental Review of the Trading Book: A Revised Market Risk Framework.
Consultative Document. Bank for International Settlements, October, https://www.bis.
org/publ/bcbs265.pdf.

Bopig, Z. [1995]: On the Risk of Stocks in the Long Run. Financial Analysts Journal, Vol. 51.
No. 3. 18-22. o. https://doi.org/10.2469/faj.v51.n3.1901.

BobiEg, Z.-MERTON, R. C.-SAMUELsON, W. F. [1992]: Labor Supply Flexibility and Portfolio
Choice in a Life Cycle Model. Journal of Economic Dynamics and Control, Vol. 16. No.
3-4.427-449. o. https://doi.org/10.1016/0165-1889(92)90044-F.

CARR, P.-Wu, L. [2003]: The Finite Moment Log Stable Process and Option Pricing. The
Journal of Finance, Vol. 58. No. 2. 753-778. o. https://doi.org/10.1111/1540-6261.00544.
CHOQUET, G. [1954]: Theory of Capacities. Annales de I'institut Fourier, Vol. 5. 131-295. o.

https://doi.org/10.5802/aif.53.

CsOxka PETER [2003]: Koherens kockazatmérés és tékeallokacid. Kozgazdasagi Szemle,
50. évf. 10. sz. 855-880. o.

CsOKA PETER-HERINGS, P. J. J.-K6éczy A. LAszLS [2007]: Coherent Measures of Risk
from a General Equilibrium Perspective. Journal of Banking and Finance, Vol. 31. No. 8.
2517-2534. 0. https://doi.org/10.1016/j.jbankfin.2006.10.026.

FAGERENG, A.-GOTTLIEB, C.-GuUIso, L. [2017]: Asset Market Participation and Portfolio
Choice over the Life-Cycle. The Journal of Finance, Vol. 72. No. 2. 705-750. o. https://doi.
org/10.1111/jofi.12484.

FERGUSON, R.-DEAN, L. [1996]: On the Risk of Stocks in the Long Run: A Comment. Finan-
cial Analysts Journal, Vol. 52. No. 2. 67-68. o. c.

Harrow, W. V. [1991]: Asset Allocation in a Downside-Risk Framework. Financial Analysts
Journal, Vol. 47. No. 5. 28-40. o. https://doi.org/10.2469/faj.v47.n5.28.

MANDELBROT, B. [1963]: New Methods in Statistical Economics. Journal of Political Economy,
Vol. 71. 421-440. o.

McCulLocH, J. H. [1996]: Financial Applications of Stable Distributions. Handbook of Sta-
tistics, Vol. 14. 393-425. o.

MEerTON, R. C. [1975]: Optimum Consumption and Portfolio Rules in a Continuous-Time
Model. Megjelent: Ziemba, W. T.-Vickson, R. G. (szerk.): Stochastic Optimization Models
in Finance. Elsevier, 621-661. o.

NGuUYEN, H. T.-PaAM, U. H.-TrAN, H. D. [2012]: On Some Claims Related to Choquet Inte-
gral Risk Measures. Annals of Operations Research, Vol. 195. No. 1. 5-31. o. https://doi.
org/10.1007/s10479-011-0848-9.


https://doi.org/10.1287/mnsc.2014.1986
https://doi.org/10.1287/mnsc.2014.1986
https://doi.org/10.1111/1467-9965.00068
https://doi.org/10.1093/rfs/hhx079
https://doi.org/10.3905/joi.2009.18.1.045
https://www.bis.org/publ/bcbs265.pdf
https://www.bis.org/publ/bcbs265.pdf
https://doi.org/10.2469/faj.v51.n3.1901
https://doi.org/10.1016/0165-1889(92)90044-F
https://doi.org/10.1111/1540-6261.00544
https://doi.org/10.5802/aif.53
https://doi.org/10.1016/j.jbankfin.2006.10.026
https://doi.org/10.1111/jofi.12484
https://doi.org/10.1111/jofi.12484
https://doi.org/10.2469/faj.v47.n5.28
https://doi.org/10.1007/s10479-011-0848-9
https://doi.org/10.1007/s10479-011-0848-9

700 | A RESZVENYTARTAS SPEKTRALIS KOCKAZATA HOSSZU TAVON

PASTOR, L.-STAMBAUGH, R. F. [2012]: Are Stocks Really Less Volatile in the Long Run? The Journal
of Finance, Vol. 67. No. 2. 431-478. o. https://doi.org/10.1111/.15406261.2012.01722.x.

ROCKAFELLAR, R. T.-URYASEV, S. [2002]: Conditional Value-at-Risk for General Loss Dis-
tributions. Journal of Banking and Finance, Vol. 26. No. 7. 1443-1471. o. https://doi.
0rg/10.1016/S0378-4266(02)00271-6.

SAMUELSON, P. A. [1994]: The Long-Term Case for Equities. The Journal of Portfolio Manage-
ment, Vol. 21. No. 1. 15-24. o. https://doi.org/10.3905/jpm.1994.409499.

SIEGEL, J. J. [1998]: Stocks for the Long Run. McGraw-Hill, New York.

SRIBOONCHITA, S.-WONG, W. K.-DHOMPONGSA, S.-NGUYEN, H. T. [2009]: Stochastic Domi-
nance and Applications to Finance, Risk and Economics. Chapman and Hall/CRC Press.
New York, https://doi.org/10.1201/9781420082678.

SzEGO, G. [2004]: Kockazat és szabalyozas. Hitelintézeti Szemle, 3. évf. 2. sz. 1-31. o. http://
www.bankszovetseg.hu/Content/Hitelintezeti/42Szego.pdf.

SzULE BorBALA [2011]: Portfolidelméleti modell szerinti optimalis nyugdijrendszer. Kozgaz-
dasagi Szemle, 58. évf. 9. sz. 792-805. o.

TREUSSARD, J. [2006]: The Non-Monotonicity of Value-at-Risk and the Validity of Risk
Measures over Different Horizons. SSRN Electronic Journal, https://doi.org/10.2139/
ssrn.776651.

WANG, S. [1996]: Premium Calculation by Transforming the Layer Premium Density.
ASTIN Bulletin: The Journal of the IAA, Vol. 26. No. 1. 71-92. o. https://doi.org/10.2143/
AST.26.1.563234.

WILKIE, A. D. [2001]: On the Risk of Stocks in the Long Run: A Response to Zvi Bodie. Pro-
ceedings of the 11th International AFIR Colloquium, 741-762. o. http://www.actuaries.org/
AFIR/Colloquia/Toronto/Wilkie.pdf.


https://doi.org/10.1111/j.15406261.2012.01722.x
https://doi.org/10.1016/S0378-4266(02)00271-6
https://doi.org/10.1016/S0378-4266(02)00271-6
https://doi.org/10.3905/jpm.1994.409499
https://doi.org/10.1201/9781420082678
http://www.bankszovetseg.hu/Content/Hitelintezeti/42Szego.pdf
http://www.bankszovetseg.hu/Content/Hitelintezeti/42Szego.pdf
https://doi.org/10.2139/ssrn.776651
https://doi.org/10.2139/ssrn.776651
https://doi.org/10.2143/AST.26.1.563234
https://doi.org/10.2143/AST.26.1.563234
http://www.actuaries.org/AFIR/Colloquia/Toronto/Wilkie.pdf
http://www.actuaries.org/AFIR/Colloquia/Toronto/Wilkie.pdf

	Bihary Zsolt–Csóka Péter–Kondor Gábor: A részvénytartás spektrális kockázata hosszú távon
	Bevezetés
	Spektrális kockázati mértékek
	Vizsgált modellek
	Analitikus eredmények
	GBM-modell
	Tetszőleges exponenciális Lévy-modell
	FMLS-modell

	Numerikus eredmények
	Záró megjegyzések
	Hivatkozások


