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A Kreps–Scheinkman-állítás 
érvényessége lineáris keresletű vegyes 
duopóliumok esetén

Vegyes oligopóliumoknak nevezzük az olyan piacszerkezeteket, amelyek esetében a ma-
gánvállalatok mellett állami vállalatok is tevékenykednek. A vegyes oligopóliumokban 
az állami vállalatok részben vagy egészében a társadalmi többletet kívánják maxi-
malizálni. Olyan vegyes duopóliumot vizsgálunk, amelyben a vállalatok előbb kiépí-
tik kapacitásaikat, majd meghatározzák termékük kínálati árát. Kreps−Scheinkman 
[1983] tisztán magánvállalatos duopóliumokra vizsgált ilyen két időszakos modellt, és 
megállapította, hogy az első időszaki egyensúlyi kapacitások megegyeznek az azonos 
költségszerkezetű és kínálati viszonyú Cournot-duopólium egyensúlyi kibocsátásai-
val. Tanulmányunkban Kreps−Scheinkman [1983] eredményét kiterjesztjük a vegyes 
duopóliumok – lineáris keresleti görbe és konstans egységköltségek melletti – esetére.
Journal of Economic Literature (JEL) kód: D43, L13.

Az oligopoliumok elméletének egyik legnépszerűbb eredménye a Cournot-duopólium 
Kreps−Scheinkman [1983] általi megalapozása. Az eredmény jelentőségét a Cournot-
modell gyakori alkalmazása és abban az egyensúlyi árak vállalati döntésektől közve-
tett módon való függésének problematikája adja. Nevezetesen a vállalatok az output-
jaikról döntenek, és ezek után a termékük piaci árát a keresleti görbe határozza meg. 
Kreps−Scheinkman [1983] egy két időszakos, előbb kapacitást, majd árat meghatározó já-
ték segítségével feloldotta az explicit ármeghatározási folyamat hiányát. Állításuk szerint 
minden Cournot-duopóliumnak megfeleltethető egy olyan szekvenciális játék, amely-
ben a vállalatok előbb nem kooperatív módon, egyidejűleg határozzák meg termelési ka-
pacitásaikat, majd ezeket megfigyelve egy Bertrand-típusú árversenyben vesznek részt.
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Kreps−Scheinkman [1983] fontos eredményének érvényességi határát több kuta-
tás térképezte fel. Wu és szerzőtársai [2012] a keresleti és költségfüggvényre vonat-
kozó feltételeket enyhítette. Davidson–Deneckere [1986] rámutatott, hogy az úgy-
nevezett párhuzamos vagy más néven hatékony adagolási szabály bármilyen más 
adagolási szabályra történő cserélése elrontja Kreps−Scheinkman [1983] Cournot-
modellt megalapozó eredményét.1 Reynolds−Wilson [2000] megmutatta, hogy a 
kereslet bizonytalansága is elronthatja Kreps−Scheinkman [1983] eredményét.2 
Reynolds−Wilson [2000] modelljében a keresletbizonytalanság feloldódik a kapaci-
táskiépítési szakasz után, tehát a szereplők az árazási részjátékot már determinisz-
tikus kereslet mellett játsszák. Ezzel szemben de Frutos−Fabra [2011] elemzésében a 
vállalatok még a második időszaki árazási játékot követően is bizonytalan kereslet-
tel szembesülnek, amely esetén bizonyos feltételek mellett a Cournot-megoldással 
ekvivalens társadalmi többlet adódik, annak ellenére, hogy az első időszaki egyen-
súlyi kapacitások aszimmetrikusak.

Kreps−Scheinkman [1983] többszereplős kiterjesztését adja Boccard−Wauthy [2000] 
és [2004] azonos költségfüggvények és hatékony adagolás feltételezése mellett. Ha-
sonló feltételekkel Loertscher [2008] egyszerre input- és outputpiacon versenyző vál-
lalatokra erősíti meg Kreps−Scheinkman [1983] eredményét.

Kutatásunkkal Kreps−Scheinkman [1983] eredményét kiterjesztjük olyan duopol
piacokra, amelyekben egy magánvállalat egy állami vállalattal versenyez. Az ilyen 
duopolpiacokat vegyes duopóliumoknak hívják. Jelentőségüket az állam aktív piaci 
szerepvállalásán keresztüli társadalmi többlet növelésének lehetősége adja. Az állami 
tulajdonú vállalat a piac szabályozására használható, és több piacon is megfigyelhető, 
illetve várható (részben) állami és magánvállalatok egyidejű jelenléte, mint például

– a Mol; 
– a Kiwibank, amely egy új-zélandi állami tulajdonú kereskedelmi bank; 
– az Amtrak az Egyesült Államok távolsági vasúti személyszállításért felelő zrt.; 
– az Indian Drugs and Pharmaceutucals állami tulajdonú gyógyszeripari vállalat; 
– �a Statoil, amely egy 60 százalékos állami tulajdonban lévő norvég energiaipari 

társaság; 
– a Gazprom a világ legnagyobb földgázkitermelője és 
– �az Aeroflot, az Air New-Zealand, a Finnair vagy a Qatar Airways többségi álla-

mi tulajdonban lévő légitársaságok. 

Megjegyzendő, hogy Merrill−Schneider [1966] vetette fel a vegyes oligopóliumot 
mint az állami szabályozás egy lehetséges eszközét. A Kreps−Scheinkman [1983] 
két időszakos játék második időszaki árazási részjátékának vegyes duopolváltozatát 
Balogh−Tasnádi [2012] oldotta meg. A Cournot-modell vegyes változatával foglalko-
zott többek között Harris−Wiens [1980], Beato−Mas-Colell [1984], Cremer és szer-

1 A két leggyakrabban alkalmazott adagolási szabály a párhuzamos, illetve az arányos. További 
részleteket illetően lásd Vives [1999].

2 Lepore [2012] az adagolási szabályok és a keresletbizonytalanság jellegét tekintve általánosítja 
Reynolds−Wilson [2000] eredményeit.
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zőtársai [1989] és de Fraja−Delbono [1989]. Ezért Kreps−Scheinkman [1983] ered-
ményének kiterjesztése vegyes duopóliumokra lényegében még a kapacitáskiépítési 
szakasz megoldását igényli.

A hátralévő részben bemutatjuk a modellkeretet, megoldjuk a vegyes Cournot-
duopóliumot, ismertetjük a második időszaki árjátékra vonatkozó eredményeket, és 
végül megoldjuk a kapacitáskiépítési szakaszt.

A modell

Egy homogén termék piacán két vállalat, az A és a B verseng egymással, amelyek 
közül az A magánvállalat, és mint ilyen, profitját maximalizálja, míg a B állami vál-
lalat, és elsődleges célja a társadalmi többlet maximalizálása. A piaci kereslet az (1) 
lineáris függvénnyel adott: 

P(q) = 1 − q,	 (1)

ahol q a vállalatok által termelt összpiaci mennyiséget, P(q) az ezen mennyiség mel-
lett kialakuló egyensúlyi (piactisztító) árat jelöli. Feltesszük, hogy mindkét vállalat 
termelési technológiája lineáris költségfüggvénnyel jellemezhető, azaz CA(qA) = cAqA 
és CB(qB) = cBqB, ahol cB > cA > 0.3 Továbbá feltesszük, hogy cB < 1/2, ami biztosítja az 
állami vállalat piacon maradását (belépését). Megjegyzendő, hogy az eredményünk, 
mint ellenőrizhető, cB ≥ 1/2 esetén is fennáll, csak ekkor, mind a Cournot-játékban, 
mind a két időszakos előbb kapacitás, majd árjátékban a magánvállalat monopolis-
taként fog tevékenykedni.

Vegyes Cournot-duopólium

Modellkeretünkben a vegyes Cournot-duopóliumban a magánvállalat 

πA A B A B A A Aq q q q q c q, 1( )= − −( ) − 	 (2)

profitfüggvénye hagyományosan bevétel mínusz költségként adódik, illetve az álla-
mi vállalat

πB A B A B A B A A B Bq q q q q q c q c q, 1
2

1 1( )= + − +( )



 +( )− − 	 (3)

kifizetőfüggvénye az 1. ábrán szürkére színezett területtel azonos társadalmi 
többlet.

3 A költségfüggvényekre tett feltevéseinkkel azt feltételezzük, hogy a magánvállalat költséghatéko-
nyabban termel, mint az állami vállalat, amely egybecseng az irodalomban elterjedt feltételezéssel. 
Lásd például: George−La Manna [1996].
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1. ábra
Társadalmi többlet vegyes Cournot-duopóliumban

qqA
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CB

pC

qA + qB 

P(q) = 1 − q 

p

Egyensúlyban a vállalatok olyan mennyiségeket termelnek, amelyek kielégítik a (4) 
elsőrendű feltételek által adott egyenletrendszert:

∂ ( )
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Az egyenletrendszer megoldásából kapjuk a következő eredményt.

1. állítás • Lineáris kereslettel jellemezhető aszimmetrikus vegyes duopólium 
Cournot-egyensúlyában a vállalatok termelése:

q c cA B A
* = −       és      q c cB B A

* 1 2 ,= − +

az egyensúlyi ár pedig:

P* = cB.

Tehát a Cournot-egyensúlyban az egyensúlyi ár az állami vállalat határköltsége.

Vegyes Kreps−Scheinkman-játék kapacitásválasztással

A továbbiakban feltesszük, hogy a vállalatok a következő szekvenciális játékot játsszák: 
kezdetben mindkét vállalat szimultán, nem kooperatív módon meghatározza termelé-
si kapacitását, amely döntés köztudott tudássá válása után a vállalatok Bertrand-típusú 
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árversenyt játszanak. Összhangban a fentiekkel feltesszük, hogy egységnyi kapacitás 
kiépítése az állami vállalat számára költségesebb, mint a magánvállalat számára, azaz 
feltételezzük, hogy cB(k) >cA(k) > 0. Feltesszük továbbá, hogy a vállalatok a kiépített 
kapacitásig nulla határköltséggel képesek termelni a második időszakban, azonban ezt 
meghaladva a termelés határköltsége végtelenül nagy.4

A játékot visszagöngyölítéssel oldjuk meg. Adottnak tekintve a kapacitásdöntése-
ket, előbb megvizsgáljuk a vállalatok árdöntését, majd ezt követően meghatározzuk 
a vállalatok optimális kapacitásválasztását. Tegyük fel tehát, hogy az első lépésben a 
vállalatok a kA, illetve a kB kapacitásokat építik ki. Az általánosság megszorítása nél-
kül feltehető, hogy kA, kB ∈ [0, 1], mivel az adott lineáris keresleti görbe mellett 1-nél 
többet úgysem lehet értékesíteni. A kapacitásdöntéseket adottnak tekintve, a vállala-
tok nem kooperatívan, szimultán módon olyan pi ∈ [0, P(0)] (i = A, B) árdöntéseket 
hoznak, amelyek kifizetéseiket maximalizálják.

Térjünk rá a vállalatok keresleti és profitfüggvényeinek megadására!5 Az alacso-
nyabb kínálati árat megállapító vállalat kereslete a piaci kereslet, a magasabb kínálati 
árat megállapító vállalat kereslete a hatékony adagolási szabály segítségével megha-
tározott D p D p ki

r
i i j( ) { ( ) }= −max 0,  reziduális kereslet, és áregyezőség esetén a vál-

lalatok kereslete egy első ránézésre meglepő törési szabály alapján határozódik meg. 
A vegyes duopóliumban alkalmazott törési szabály egy – később meghatározásra 
kerülő – p ár fölött a piac kapacitásarányos felosztását írja elő.6 Viszont p-nál nem 
nagyobb árak esetén a társadalmi többlet növelése érdekében az állami vállalat haj-
landó a magánvállalat kapacitáskorlátja erejéig a piacot átengedni, ezzel ösztönözve 
a magánvállalatot alacsonyabb árak megállapítására.7 Ezek alapján a vállalatok érté-
kesítéseit a következőképpen definiáljuk:
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i i i j

i i
r

i i j

= ( )=

( ){ } <

( ){ } >

∆ ,

, ,

, ,

min

min

m

ha

ha

iin

min

k
k

k k
D p p p p

k D p p

i
i

i j
i i j

i i

, ,

,

+
( )















= >

( ){ }

ha

ha ii j

i i
r

i i j

p p i A

k D p p p p i B

= ≤ =

( ){ } = ≤ =







 , , .

és

ha ésmin



	 (5)

4 Ezzel azt feltételezzük, hogy az adott részjátékban a vállalatok kapacitása nem változtatható.
5 Az elemzés során azt feltételezzük, hogy a magasabb áron kínáló vállalat reziduális kereslete meg-

kapható a keresleti görbe balra történő párhuzamos eltolásával, ahol az eltolás mértéke megegyezik az 
alacsonyabb áron értékesített termékmennyiséggel. Ezt a szakirodalom hatékony adagolási szabály-
nak nevezi. Belátható, hogy ezen adagolási szabály adott árak és kibocsátások mellett maximalizálja a 
fogyasztói többletet. Bővebben az adagolási szabályokról lásd Vives [1999].

6 A p feletti árakra más törési szabályt is alkalmazhattunk volna. A lényeges pont, hogy egyik 
vállalat se vigye el a teljes piacot. Tehát itt a Kreps–Scheinman [1983] által alkalmazott törési sza-
bály is megfelelt volna a célnak. Az itt látható törési szabályt többek között Balogh–Tasnádi [2012] 
is alkalmazza.

7 A további részleteket illetően lásd Balogh–Tasnádi [2012].
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A kifizetőfüggvények pedig a következők:

πA(pA, pA) = pAqA	 (6)

valamint

πB A B

k j D pj ki
jp p R q dq,

0

, 0,

0
( )= ( ) +

( )−{ }







∫

min max minn ki P q dq
, 1

,
{ }

∫ ( ) 	 (7)

ahol 0 ≤ pi ≤ pj ≤ 1 és R q D qj j
r( ) ( ) ( )= −1 . Feltéve, hogy a kapacitáskiépítési költség 

már elsüllyedt, pi ≤ pj esetén a 2. ábrán a legvilágosabb szürke terület a magasabb 
áron kínáló vállalat fogyasztói körének többlete, az ennél kicsit sötétebb világos-
szürke terület az alacsonyabb áron kínáló vállalat fogyasztói körének többlete, a 
világosabb sötétszürke terület a magasabb áron kínáló vállalat termelői többlete, 
a legsötétebb szürke terület az alacsonyabb áron kínáló vállalat termelői többle-
te. Vegyük még észre, hogy a társadalmi többlet általában a magasabb kínálati 
ár függvénye, kivéve, ha a magasabb ár túl magas, azaz a magasabb áron nincsen 
már reziduális kereslet.

2. ábra
Társadalmi többlet az árjátékban

A magasabb áron kínáló
vállalat fogyasztói körének többlete

A magasabb áron kínáló
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Az alacsonyabb áron kínáló
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olyan ár, amely a reziduális monopolmennyiséget meghaladó kapacitás kiárusítása 
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mellett ugyanakkora profitot eredményez a vállalat számára, mintha az a reziduális 
kereslete melletti profitmaximalizáló árat választaná.8

Az árazási részjáték megoldása

Az árazási részjátékban adottnak vesszük a duopolisták első időszaki kA és kB ka-
pacitásválasztását. Balogh−Tasnádi [2012] eredményei alapján ismert, hogy p p pA B A

d* *= =  jól 
definiált, ha p pA

m c≥ . Ekkor a vállalatok az alábbiak szerint áraznak:

p p pA B A
d* *= =  	 (8)

vagy

p p p pA A
m

B A
d* * .= ≤és 	 (9)

Sőt ha kB ≤ kA és kB ≤ D(pM), ahol pM a kapacitáskorlát-mentes monopólium által 
választandó profitmaximalizáló ár, akkor a (10) árak is az egyensúly részét képezik:

p p P k p p P kA
M

A B
M

A
* *= .max , max ,( ){ } > ( ){ }és 	 (10)

Ha azonban p pA
m c< , akkor egyensúlyban a vállalatok a piactisztító áron áraznak, 

azaz:

p p pA B
c* * .= = 	 (11)

A továbbiakban az első esetre ( )p pA
m c≥  mint az erős magánvállalat esetére, míg az 

utóbbira (p pA
m c< ) mint a gyenge magánvállalat esetére hivatkozunk. Ezen a ponton 

már megadhatjuk az (5) kifejezésben szereplő p értéket: legyen az erős magánvállalat 
esetén p pA

d=  és a gyenge magánvállalat esetén p = 0.
Az erős magánvállalatra adott egyensúlyok közül a (8) egyensúly Pareto-dominálja 

a (9) egyensúlyt, és a nem mindig létező (10) egyensúly az állami vállalat inaktivi-
tását jelentené, ezért a továbbiakban a szimmetrikus egyensúlyt tekintjük az adott 
részjáték megoldásának.9 Így a vállalatok egyensúlyi értékesítését a következőkép-
pen adhatjuk meg:

q k D p q k D pA A A
d

B B B
r

B
* * *, , .= ( ){ } = ( ){ }min minés 	 (12)

Ahhoz, hogy p p pA B A
d* *= = -t meghatározzuk, szükségünk van p pA

m c< értékére. Ezt azonban kön�-
nyen kiszámolhatjuk a p[D(p) − kB] maximumhelyének meghatározásával. Ekkor 
ugyanis:

8 A jelölések egyszerűsítése érdekében kA-t és kB-t nem szerepeltetjük p k D p p D pi
d

i i
d

i
m

i
r

i
mmin ,{ ( )} ( ), = , pi, p

c, p k D p p D pi
d

i i
d

i
m

i
r

i
mmin ,{ ( )} ( ), =  és p k D p p D pi

d
i i

d
i
m

i
r

i
mmin ,{ ( )} ( ), = argumen-

tumai között. Tartsuk azonban mindig szem előtt, hogy a kérdéses függvények és változók mindig 
függnek az első időszaki kapacitásválasztástól!

9 Bővebben lásd Balogh−Tasnádi [2012].
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∂ − −( )
∂

=
p p k

p
B1

0,

azaz

p
k

A
m B=

−1
2

. 

Ennek ismeretében megadhatjuk az erős és a gyenge magánvállalat esetét elhatároló 
egyenes egyenletét:

p p k k k k kA
m c B

A B B A= ⇔
−

= − − ⇔ = −
1

2
1 1 2 . 	 (13)

A p k D p p D pi
d

i i
d

i
m

i
r

i
mmin ,{ ( )} ( ), = definíciójából adódik, hogy:

p k p k k k k
A
d

A A
d B B

B
B⋅ −{ }= − −

−
−









=

−







min , 1 1

2
1 1

2
1

2


2

. 

Ha k pA A
d≤ −1 , akkor

p
k

k
A
d

A

B=
−









1 1
2

,
2

 	 (14)

míg ellenkező esetben p p pA B A
d* *= = -t a p p k

A
d

A
d B1 1

2

2

−( )= −







  kifejezés definiálja, amelynek 

megoldásaként

p k
A
d B= − −

−









1
2

1
4

1
2

2

 	 (15)

adódik. Egy kicsit előreszaladva már itt megjegyezzük, hogy az első időszaki egyen-
súlyi kapacitásválasztás esetén p p pA B A

d* *= = -t nem a (15) képlet határozza meg, ugyanis egy a 
k pA A

d> −1  feltételnek eleget tevő egyensúlyi megoldás esetén a magánvállalat job-
ban járna egy első időszaki ′ = − > −k k pA A A

dε 1  kapacitás választásával, mivel a (15) 
által adott p p pA B A

d* *= =  ár – az érvényességi tartományán belül – független a kA értékétől, és így 
második időszaki árcsökkenés nélkül – a felesleges kapacitáskiépítési költség meg-
takarításán keresztül – a magánvállalat egyoldalúan növelhetné a profitját. Tehát 
az erős magánvállalat tartományában lévő egyensúlyi megoldásra szükségszerűen 
k pA A

d≤ −1 . Meg kell jegyeznünk, hogy az erős magánvállalat és k pA A
d> −1  tarto-

mányban lévő kapacitások halmaza

K k k k k k kd
A B B A A B2

2
2

2, 0,1 1 2 1
2

1
4

1= ( )∈   ≥ − −








 + −( )| és >>















1
4

, 

amely az egységnégyzetből egy háromszög és egy ellipszis által kivágott terület. 
Jelölje

K k k k k k kd
A B B A A B1

2
2

2, 0,1 1 2 1
2

1
4

1= ( )∈   ≥ − −








 + −( )| és ≤≤















1
4  
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a kapacitások azon tartományát, amelyen a (14) szerint határozódik meg az egyen-
súlyi ár, valamint

K k k k kc
A B B A= ( )∈   < −{ }, 0,1 1 22 |

a gyenge magánvállalatot eredményező kapacitások tartományát. A három tarto-
mányt a 3. ábra szemlélteti.

3. ábra
Kapacitástartományok

kA

kB

1

1

K d
2

K d
1

K C

Egyensúlyi kapacitások meghatározása

Az árazási részjáték megoldását figyelembe véve, a (kA, kB) első időszaki kapacitás-
választás esetén

πA A B
A
d

A A A A B
d d

c
A A A A B

k k
p k c k k k K K

p k c k k k
,

, , ,

, ,
1 2( )=

− ( )∈ ∪

− ( )
ha

ha ∈∈






 K c  	 (16)

a magánvállalat profitfüggvénye, és

πB A B

A
d

A
d

A A B B A B
d d

k k
p p c k c k k k K K

,

1
2

1 1 , , ,

1
2

1

1 2

( )=
+( ) −( )− − ( )∈ ∪ha

++( ) −( )− − ( )∈










p p c k c k k k Kc c

A A B B A B
c1 , ,ha

	 (17)

az állami vállalat kifizetőfüggvénye. A rövidség kedvéért a vállatok kifizetőfüggvé
nyeibe még nem helyettesítettük be a p p pA B A

d* *= =  és a pc helyébe a kapacitásoktól függő előző 
szakaszban levezetett kifejezéseket.
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Mivel az előző szakaszban megmutattuk, hogy a K d
2-beli kapacitások nem lesznek 

egyensúlyiak, ezért a kifizetőfüggvényeket e tartományokon nem értékeljük ki. Mint 
a 3. ábrából látható, a Kc és a K d

2  tartományok határai egy pontra redukálódnak. Mi-
vel a K d

1 -beli megoldások dominálják a K d
2-beli megoldásokat, elegendő a K d

1  és Kc 
tartományokkal foglalkoznunk.

A (16) és (17) kifizetőfüggvények10

πA A B

B
A A A B

d

A B A

k k
k

c k k k K

k k k
,

1
2

, , ,

1

2

1( )=
−


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 − ( )∈

− −( )
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−− ( )∈
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
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 c k k k KA A A B

c, , ,ha

πB A B
A

B
A A B B A B

k k k
k

c k c k k k
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1
2

1 1 1
16

, ,2

4
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−

−( )






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




− − ( )∈ha KK

k k c k c k k k K

d

A B A A B B A B
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1 1 , ,− − −( )
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


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


ha



és a parciális deriváltjaik

∂
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− ( )∈ ( )
− − − ( )k

k k
c k k K

k k c k kA
A A B

A A B
d

A B A A B
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 int K c ,

∂
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k k cB
B A B
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π ,
1
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, , ,

1
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2 1ha int

,, ,ha k k KA B
c( )∈ ( )









 int

a K d
1  és Kc tartományokon.11 Mivel a πA a K d

1 -ben bármely rögzített kB-re, a fent meg-
határozott ∂pA/∂kA negativitása miatt kA-ban szigorúan csökkenő, ezért következik, 
hogy az állami vállalat tetszőleges kB kapacitás választása esetén sem választ a ma-
gánvállalat olyan kA kapacitást, amellyel ( ) ( )k k KA B

d, 1∈ int . Ezért az egyensúlyi kapa
citáspárnak Kc-belinek kell lennie. Megoldva az

1 − 2kA − kB − cA = 0      és      1 − kA − kB − cB = 0

elsőrendű feltételeket, a

k c c k c cA B A B A B
* * 1 2= − = + −és  

kapacitások adódnak, amelyek valóban Kc-beliek. Vegyük észre, hogy az egyensúlyi 
kapacitások pontosan a korábban meghatározott vegyes Cournot-duopólium egyen-
súlyi outputjaival egyeznek meg. Tehát igaz a következő tétel:

10 Megjegyzendő, hogy (kA, kB) ∈ Kc esetén szükségszerűen 1 − kA − kB > 0.
11 Az A ⊂ [0,1]2 halmaz belső pontjainak halmazát int(A) jelöli.
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1. tétel • Lineáris kereslettel és konstans egységköltséggel jellemezhető aszimmetri-
kus vegyes duopóliumban érvényes Kreps−Scheinkman [1983] tisztán magánvállala-
tos duopóliumokra kapott eredménye. 
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