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Az egyensulyi ratak unicitasa és a bérrata pozitivitasa
a Neumann-modell altalanositasaiban

Cikkiink arré6l a paradox jelenségrdl szol, hogy a fogyasztast explicit médon megjele-
nité Neumann-modell egyenstlyi megoldasaiban a munkabért meghatarozo létszik-
ségleti termékek ara esetenként nulla lehet, és emiatt a realbér egyenstilyi értéke is
nulla lesz. Ez a jelenség mindig bekovetkezik az olyan dekomponalhaté gazdasagok
esetén, amelyekben eltéré6 ndvekedési és profitrataju, alternativ egyensulyi meg-
oldasok léteznek. A jelenség sokkal attekinthet6bb formaban targyalhaté a modell
Leontief-eljarasra épiilé egyszeriibb valtozataban is, amit ki is hasznalunk. Megmu-
tatjuk, hogy a legnagyobbnal alacsonyabb szint(i névekedési tényez6jlii megoldasok
kozgazdasagi szempontbdl értelmetlenek, és igy érdektelenek. Ezzel voltaképpen
egyrészt azt mutatjuk meg, hogy Neumann kivaloé intuicidja jol miikodott, amikor ra-
gaszkodott modellje egyértelmli megoldasahoz, masrészt pedig azt is, hogy ehhez
nincs sziikség a gazdasag dekomponalhatésaganak feltételezésére. A vizsgalt téma
szorosan kapcsolodik az altalanos profitrata meghatarozasanak - Sraffa altal modern
formaba ontott — Ricardo-féle elemzéséhez, illetve a neoklasszikus novekedéselmélet
nevezetes bér-profit, illetve felhalmozas—fogyasztas atvaltasi hatargérbéihez, ami jelzi
a téma elméleti és elmélettorténeti érdekességét is.*

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: B16, B23, B41, C62, C67, O41.

A természettudomanyok latvanyos megtjuldsa a 19. szazad masodik felében, az ennek
alapjaul szolgald, akkor még toretlen hit a vilag korlatlan megismerhet6ségében, és hogy
a matematika az igazsag mindenhat6 probakove, magaval sodorta a kozgazdasagtant is. A
mas tudomanyok teriileteire kifejlesztett matematikai eszkdzok és modellek adaptalésa, a
matematika és a természettudomanyok teriiletén végzettek kozgazdasagi kutatasi teriile-
tekre valo bearamlasa atalakitotta a matematikai eszkdzoket felhasznalo kdzgazdasagtani
iskola dnmagarol alkotott képét, amely az empirikus, realtudomany felél egyre inkabb
eltolodott a tiszta tudomany, a nem konstruktiv, absztrakt kutatasok iranyaba. A ,,logikai
szigor, az elegancia és az esztétikai szépség” szempontjai tulstilyba keriiltek az empirikus
relevanciaval szemben, és ez a megkdzelités dominanssa valt az uralkodd kdzgazdasagtani
aramlatban is.

Az elmult évtizedekben egyre tobben és egyre erdteljesebben biraltak emiatt a mo-
dern kdzgazdasagtant, elsdsorban annak amerikai neoklasszikus fésodrat (lasd példaul
Mirowski, [1989], Csaba [2008]). A jelen dolgozatban megfogalmazott, a szakman beliil-
6l jovo biralat mas iranyban és hangsullyal fejt ki kritikat — Leontief szavaival élve — az

* Koszonetem fejezem ki Bessenyei Istvan €s a névtelen lektor értékes €s hasznos megjegyzéseiért. Természe-
tesen az esetleg fennmaradt hibakért engem terhel a feleldsség.

Zalai Erné akadémikus, a Budapesti Corvinus Egyetem tanszékvezetd egyetemi tanara.
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»~implicit teoretizalassal” szemben. Meggy6zddésiink szerint ugyanis nem a matematika
hasznalataban rejlik az igazi probléma. A jelenséggel kapcsolatos allaspontunkat nagyon
frappansan fogalmazza meg Blaug: ,,az ilyen gyakorlat orvoslasdhoz a célok tisztazasara, s
nem radikalis és minden bizonnyal korai mutétre van sziikség” (Blaug [1962] 606. o.).

A probléma gydkerére Neumann Janos, érdekes modon, nem is a kdozgazdasagtan, ha-
nem a matematika kapcsan idejekoran figyelmeztetett egy rovid esszéjében. Nevezetesen
arra, hogy az empirikus forrasaitol elzarkdzo, ,.tiszta esztétizalassa ..., egyre tisztabb /'art
pour ['art-a” valo absztrakt teoretizalas stlyos veszélyének van kitéve, ,,a degeneralodas
fenyegeti”. (Neumann [1965] 27. 0.) Marshall még joval korabban figyelmeztetett arra,
hogy a matematikai nyelvezetre vald atallas a kdzgazdasagtanban azzal a veszéllyel jar,
hogy ,.félrevezethet benniinket az intellektualis jatékokkal, képzetes problémakkal valo
foglalkozas iranyaba” (idézi Pigou [1925] 84. o). Ugy tiinik, a figyelmeztetésiiknek nem
volt kellé foganatja.

Tanulsagos tovabb is idézni Neumannt: ,,Ez nem feltétleniil rossz, ha a teriiletet csat-
lakozo targyak veszik koriil, amelyek még szorosan kapcsolodnak a tapasztalathoz ...”.
(Neumann [1965] 27. o.) Ilyennek tekinthetd esetiinkben a verbalis és az alkalmazott koz-
gazdasagtan egy része. A sajnalatos azonban az, hogy a verbalis és a matematikai kozgaz-
daszok kozott széles szakadék tatong. Es ez alapvetéen a matematikai kozgazdaszok hiba-
ja, akik tobbsége nem fogadta meg Marshall intését sem: ,,egyre jobban tartottam magam a
kovetkez6 szabalyokhoz: /. A matematikat csak gyorsirasként hasznald, s ne a kutatas mo-
torjaként! 2. Csak addig hasznald, amig eredményre nem jutottal! 3. Forditsd le angolra!”
A tovabbi harom szabalya is megszivlelendd lenne, de itt nem tudjuk érvényesiteni 6ket:
»4. Majd szemléltesd a valos életbdl vett fontos példakkal! 5. Vesd tlizbe a matematikai
valtozatot! 6. Ha nem tudsz sikeresen eleget tenni a 4. szabalynak, akkor égesd el az angol
valtozatot is! Ez utobbit gyakran megtettem!” (Pigou [1925] 427. 0.)

Neumann Janos sok szempontbdl érdekes ¢€s értékes egyensulyi ndvekedési modelljé-
nek altalanositasai soran is bekovetkezett a maga altal is jelzett veszély: gazdasagelméleti
szempontbdl érdektelen alproblémak és paradoxonok is keletkeztek beldle, amelyeknek
»hagyobb volt a fiistjiilk, mint a langjuk”, hogy Mirowski [1989] konyvének cimét paraf-
razaljuk. A Neumann modelljéhez kapcsolodik ugyan a torténet, de a jelenség targyalhato
a Neumann-modell Leontief-eljarasra épiild egyszeriibb valtozataban is, sokkal attekint-
hetdbb formaban, amit ki fogunk hasznalni.

Ugyancsak kapcsolodik a vizsgalt téma Ricardo (Sraffa altal modern formaba 6nt6tt)
altalanos profitrata meghatarozasaval kapcsolatos elemzéseihez, illetve a neoklasszikus
novekedéselmélet nevezetes bér—profit, illetve felhalmozas—fogyasztas atvaltasi hatargor-
béihez is, amelyekre ugyancsak ki fogunk térni a dolgozatban. Ezek jol jelzik a téma elmé-
leti és elmélettorténeti érdekességét. Marshall itmutatasat kovetve, amennyire csak a téma
kifejtése megengedi, keriiljiik a technikai, matematikai részleteket, illetve a bizonyitasok
nyomon kdvetése nélkiil is igyeksziink érthetdvé tenni a vizsgalt kérdéseket.

A paradox jelenség, amirdl szo6 lesz, a kdvetkezdképpen foglalhaté 6ssze. A fogyasz-
tast explicit m6don megjelenité Neumann-modell egyensulyi megoldasaiban a munkabért
meghataroz6 1étsziikségleti termékek ara esetenként (az induld paraméterektdl fiiggden)
mind nulla lehet, és emiatt a redlbér egyensulyi értéke is nulla lesz. Ezt a jelenséget alap-
vetéen Neumann eredeti feltételeinek és feltevéseinek artalmatlannak tiind, Kemeny—
Morgenstern—Thompson [1956] nevéhez fliz6d6 altalanositasa idézte eld. Ez tette lehetové
ugyanis, hogy — Neumann eredeti modelljével ellentétben — eltéré ndvekedési és profit-
rataju, alternativ egyensulyi megoldasok lehessenek. Morishimat ez a lehetdség ,,a valos
¢letbdl vett fontos” megallapitas megfogalmazasara sarkalta: ,,mind elméleti, mind terve-
z¢si szempontbol fontos, mivel a valos, dezaggregalt gazdasagok altalaban dekomponal-
hatok, és torténelmi vagy politikai okoknal fogva a kormanyzatok gyakran kénytelenek
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megelégedni a legnagyobb boviilési itemnél alacsonyabb szintli” novekedési palyakkal
(Morishima [1971] 32. 0.).

A kivalo matematikus Morishima érdekes és izgalmas kozgazdasagi kovetkezései saj-
nos nem alljak meg a helyiiket! Meg fogjuk mutatni, hogy azok a megoldasok, amelyek
novekedési tényezdje a legnagyobbnal alacsonyabb szintl, érdektelenek, mert kozgazda-
sagi szempontbol értelmetlenek, ugyanis sziikségképpen nulla bérratat eredményeznek.
Ezzel voltaképpen azt fogjuk megmutatni, hogy Neumann kivalé intuicidja jol miikodott,
amikor (kiilonb6z6 okok miatt) ragaszkodott modellje egyértelmli megoldasahoz. De azt
is megmutatjuk, hogy ehhez nem feltétleniil sziikséges feltenni, hogy a gazdasag nem de-
komponalhato.

A vizsgalt probléma hattere

Idézziik fel roviden a Neumann altal vizsgalt elvont gazdasag modelljét! Az elsédleges erd-
forrasoktol Neumann eltekintett, a termékek kibocsatasi (B) és felhasznalasi (A) egyiitt-
hatoit valtozatlannak tekintette, és a termékek felhasznalasat nem bontotta fel termel6- és
személyes fogyasztasra, az A raforditdsi egyiitthatok ezeket egyiitt képviselik. A termelés
miiszaki paraméterei és fogyasztasi szokasok tehat egyszer s mindenkorra adottak, és en-
nek kovetkeztében a termelési tevékenységek egyensulyi szerkezete (x) és az egyensulyi
arak aranyai (p) idében valtozatlannak tekinthetok.

Stacionarius egyensuly esetén a termékek kibocsatasa (Bx) €s felhasznalasa (Ax) az
egyik idészakrol a masikra egyenletes ()\) titemben valtozik, ahol x a tevékenységszintek
vektora. A p (hosszu tava) egyensulyi arak pedig olyanok, amelyek az egységnyi értékii
befektetésre minden alkalmazott tevékenység esetén ugyanakkora megtériilési (kamat-
vagy profit-) ratat (r) eredményeznek. Mindezek kovetkeztében Neumann modelljében az
egyensuly feltételei a kovetkezd format oltik:!

AT>-Lx,p>0, (NO)
Bx > (I+))-Ax, (NI)
pB < (1+7)-pA. (N2)

Ebben modellben Neumann az els6k kozott igazolta az altalanos egyensuly l1étezésének
lehetdségét, és elemezte az egyensulyi megoldasok tulajdonsagait. A bizonyitashoz feltette,
hogy mindegyik termék — vagy kibocsatasként és/vagy raforditasként (B + A > 0) — meg-
jelenik minden tevékenységben. Ezzel egyuttal a boviilési és a tokemegtériilési tényezd
egyértelmiiségét &s azonossagat is biztositotta. A megoldas ilyen értelemben vett unicitdasa
tobb szempontbol is fontos volt Neumann szamara. Itt csak azt emeljiik ki, hogy a két té-
nyez0d kozos egyensulyi értéke egyik oldalrol nem mas, mint az adott termelési-felhaszna-
lasi egyiitthatok altal lehetévé tett legnagyobb névekedési tényezo, masik oldalrél pedig a
legkisebb egydntetii megteériilési tenyezo, ami kés6bb szerephez jut a dolgozatunkban.

Neumann a fenti feltevéssel kizarta, hogy a gazdasdgnak legyen fiiggetlen blokkja,
olyan tevékenységek egyiittese, amelyek alkalmazasahoz nincs sziikség olyan termékekre,
amelyeket csak a gazdasag tobbi, az adott blokkon kiviil marado tevékenységei tudnak
eléallitani. Az input-output technoldgiaval adott Leontief-gazdasagban egy ilyen fiigget-
len blokk 1étezése matematikai szempontbol annyit jelent, hogy a raforditasi egyiitthatok
négyzetes matrixa dekompondalhato (reducibilis).

' A > szimbolum vektorok, illetve matrixok esetében gyenge (egyenléséget is megengedd) egyenldtlenséget,
a > szimbolum ezzel szemben félig szigoru egyenlétlenséget jelol.
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Megjegyezziik, hogy Neumann B + A > 0 feltevése, amely a Leontief-modellek eseté-
ben E + A > 0 format olt, elégséges, de nem sziikséges ahhoz, hogy az abrazolt Leontief-
gazdasag irreducibilis legyen. A Neumann-modell megoldasanak egyértelmiiségéhez
pedig elegendd pusztan annyit feltenni (valamilyen formaban biztositani), hogy a mérleg-
egyensuly Bx > (1 + M\)Ax feltételét kielégitd minden nem trivialis megoldasban Bx pozitiv
vektor legyen, azaz minden joszag termelésére sziikség legyen. Gale [1960] egyenesen igy
¢és csak ennyivel definialta az irreducibilitdst a Neumann-modell esetére. (Az irreducibili-
tast, mint az input-output modellekben szokas, a B és az A matrixok szerkezeti tulajdonsa-
gaival definialja és elemzi Moczar [1980].)

A Neumann bizonyitasat egyszerisito Kemeny—Morgenstern—Thompson [1956] nem
ragaszkodott az irreducibilitas feltevéséhez. Neumann kézgazdasagi szempontbdl til erds
(B+ A > 0) feltevése helyett csak azt tették fel, hogy minden joszag ujratermelhetd, vagyis
termék (B1 > 0), ¢s hogy minden tevékenység felhasznal legalabb egy terméket (1A > 0).
Ugyanakkor az egyensulyi feltételeket kiegészitették egy potlolagos kikotéssel. Neveze-
tesen eldirtak, hogy csak azok a matematikai megoldasok lesznek érdekesek, amelyek
esetében a kibocsatasok dsszértéke pozitiv (pBx > 0), az egyensulyban nem csak szabad
javakat allitanak eld. Ezekre egytitt KMT feltételekként fogunk a tovabbiakban utalni.

Ezek a kézenfekvonek ting feltevések szavatoltak az egyensulyi megoldasok 1étezését, de
mar nem garantaltak azok Neumann éltal megkovetelt egyértelmiiségét.? A fenti feltevések
ugyanis megengedik, hogy a gazdasag dekomponalhato legyen. A Kemeny—Morgenstern—
Thompson-szerz6harmas (KMT) maga is megmutatta, hogy feltételeik mellett potenciali-
san tobb, eltérd tényezdével rendelkezd egyensulyi ndvekedési palya létezhet, és hogy azok
szama nem lehet tobb, mint a termékek és tevékenységek szama koziil a kisebbik. A dekom-
ponalhato gazdasagokkal foglalkozo elemzéseknek kiterjedt irodalma sziiletett, amelyben
szamos, elsdsorban matematikai szempontbol érdekes eredményrdl szamoltak be.

Emiatt tiint ugy Morishima szamara, hogy ezek az eredmények kozgazdasagi szempont-
bol is fontosak lehetnek (lasd a bevezetoben idézett megallapitasat). Ezek szerint ugyanis
a bér és profit, illetve a jelen és jovobeli fogyasztds nem mindig all egymassal versenyzé
viszonyban, hanem csak egy adott ndvekedési palya mentén. Az okos kormanyzatnak az
a feladata, hogy egy alacsonyabbrol magasabb novekedési palyara vezérelje a gazdasagot,
mert igy az egymassal versenyz6 célok akar mindegyikének a szintjét képes lenne novel-
ni. Morishima érdekes, gyakorlati relevanciat sejteté dolgozata mddszertani szempontbol
mindenképpen értékes, mivel részletesen jellemezte matematikai szempontbol az ,,egy-
mas ala rendelt” (subordinate) alternativ egyensulyi palyakat.

Morishima egy olyan altalanositott Neumann-modell vizsgalata kapcsan jutott erre a
kovetkeztetésre, amelyben — Neumanntol eltéréen — elkiilonitették egymastol a termékek
termel6- és végso fogyasztasat. A fogyasztas Neumann-modellbeli explicit abrazolasara
tobb 1t is kinalkozik.* A leggyakoribb és legegyszerlibb megoldast a klasszikus kozgaz-
daszok és Marx altal is hasznalt megkozelités, homogén munkaer6 €s adott sziikséges fo-
gyasztas feltevése kinalja. Ebben az esetben a munkaerd-felhasznalasi egyitthatokat egy
m (legalabb félig pozitiv) sorvektorban foghatjuk 6ssze, az egy munkadrara juto sziikseges
fogyasztast pedig egy ¢ (szintén legalabb félig pozitiv) oszlopvektor elemeiként adhatjuk
meg. Igy a fogyasztasi egyiitthatok C matrixat a ceom diadikus szorzat forméjaban hata-
rozhatjuk meg. Ezt az utat kovetve a Neumann-modell A raforditasi egyiitthatoit felbont-
hatjuk és A = R + C alakban irhatjuk fel, ahol R matrix a termel6-, C pedig a sziikséges
fogyasztasi egyiitthatokat tartalmazza. Az igy kapott, Morishima altal Marx—Neumann-
modellnek (MN) nevezett valtozat egyensulyi feltételei az alabbi format 6ltik:

2 Az egyértelmuiséget (unicitast) itt és a tovabbiakban mindig csak az egyensulyi tényez6 tekintetében értjiik.
3 Lasd Bauer [1974] attekint6 cikkét ezekr6l a lehetéségekrol!
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a>0x,p>0, (MNO)
Bx > a-(R + cem)x, (MN1)
pB < ap(R + ¢com), (MN2)

ahol v a ndvekedési, illetve az azzal egyenld kamattényezd értéke (A =7 = a — 1 ndveke-
dési titem, illetve kamatlab), amelyre a tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért egyensulyi
tényezdként fogunk utalni.

A modell felirdsa még nem teljes, mert egyeldre még nyitva hagytuk azokat a kérdé-
seket, hogy milyen tovabbi feltevésekkel éliink a modell paramétereire, hogyan kotjiik
meg az x és p valtozok szintjét, illetve, hogy ¢éliink-¢ a KMT-féle kiegészité egyensulyi
feltétellel. Nem szerepelnek a felirasban a komplementaritasi megkdtések sem, amelyek
a KMT-féle kiegészito feltétellel egyiitt szavatoljak az egyensulyi novekedési és a meg-
tériilési tényezo egyenldségét. (De ugyanakkor, ha azok egyenldk, és teljesiil a kiegészitd
feltétel, akkor azonban nincs sziikség kiilon eléirni a komplementaritasi megkotéseket,
azok teljesiilni fognak.)

Miel6tt azonban ezekre a kérdésekre valaszolnank, atmenetileg kiiktatjuk az ikerter-
melést és a technologiai valasztékot a modellb6l. A modell igy nyert valtozata, amelynek
egyszeriibb szerkezete lehetdvé teszi az erdteljes Perron—Frobenius-féle tételek alkalma-
zasat, sok szempontbol segiteni fog a felmeriild problémak kozgazdasagi természetének
tisztazasaban.

A vizsgalt jelenség a modell Leontief-eljarason nyugvo valtozataban

Tekintsiik tehat a Marx—Neumann-modell egy olyan valtozatat, amelyben mindegyik tevé-
kenység csak egy terméket és mindegyik terméket csak egy tevékenység allit eld. Ebben a
modellben a kibocsatasi matrix egy egységmatrix (E) lesz, és Bx helyén Ex = x, pB helyén
PE = p szerepel az egyensulyi Osszefiiggésekben. Ett6l még a modell megdrzi alapvetd
Neumann-jellegét, de mar csaknem egy stacionarius Leontief-modell lesz. Ezért a modell
e valtozatat egy Marx—Leontief-Neumann-féle (MLN) staciondrius modellnek nevezziik.
Minddssze abban fog kiilonbozni egy zart, egy id6szakos stacionarius Leontief-modelltol,
hogy itt egyenldtlenségek szerepelnek a feltételekben, és nem egyenldségek, ami mindségi
és tartalmi kiilonbséget takar.

A Leontief-modellekben rendszerint elvart (ex post elemzésekben pedig egyenesen
megkdvetelt), hogy a termelési és az arvaltozok mind pozitivak legyenek. Ha az egyen-
sulyi feltételeket atirjuk gyenge egyenldtlenségek formdjaba, kiboviil a Leontief-modell
potencialis megoldasainak kore, és mar nem lesz mindig és minden valtozo egyensulyi
értéke pozitiv. Tovabba Neumann éves termelési ciklust és tokemegtériilést feltételezett,
ami miatt a lekotott tokék megegyeznek a felhasznalt tokékkel. A tobb id6szakos Leontief-
modellekben ezzel szemben altalaban csak a beruhazasok beérése tekintetében éliink az
éves ciklus feltevésével, a tokelekotési egyiitthatok és a folyo raforditdsi egyiitthatok mat-
rixai jellemzden kiilonboznek egymastol. Ezek is jelzik a stacionarius Leontief-modellek
és a Neumann-modell k6z6tt meglevd jelentds tartalmi kiilonbségeket.*

A Leontief-Neumann-modell (MLN) egyensuly feltételeinek KMT-féle valtozata (ahol
pBx = px) a kovetkezo lesz:

4 Neumann ¢és Leontief modelljei kozotti kiilonbségek részletesebb elemzése megtalalhatod a Zalai [2006] ta-
nulmanyban.
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a>0,x;p>0;Ix=pl=1 (MLNO)
x> (R + com)x (MLN-P)

p < ap(R + com) (MLN-D)

px >0 (KMT)

Ha 1(R + cem) > 0, akkor az MLN-modellnek lesz megoldésa, mivel teljesiilnek a KMT-
féle feltevések (E1 > 0, 1A > 0). Ez utobbit a munka nélkiilozhetetlensége feltevés elfo-
gadasaval biztositjuk. Ez a Morishima [1964] altal bevezetett feltevés azt jelenti, hogy
nem folyhat jratermelés munkaerd felhasznalasa nélkiil, azaz nem létezik olyan o > 0
¢és x > 0, amely esetén teljesiilnek az x > a(R + com)x mérlegegyensilyi feltételek, de
mx = 0. (Ez a feltevés nem zarja ki, hogy egy kivételével akar minden dgazat automatizalt
legyen, azaz munkaerd kozvetlen igénybevétele nélkiil termeljen.)

Ha a munka nélkiilozhetetlen, és van személyes fogyasztas, akkor vannak olyan ter-
meékek (létfenntarto termékek), amelyek — kozvetleniil vagy kozvetve — minden termék
eléallitasahoz sziikségesek. Ezek pedig nem masok, mint a ¢ fogyasztasi kosarban levok
¢és mindazok az egyéb termékek, amelyek az el6bbiek eldallitasahoz sziikségesek. Mivel
¢ > 0, ezért vannak létfenntartd termékek. (Azért nem a megszokottabb létsziikségleti ter-
mékek fogalmat hasznaljuk, mert azok elsésorban fogyasztési cikkekre utalnak, itt pedig
olyan termelési eszk6zokrol is sz6 van, amelyek ez elébbiek eléallitasahoz kellenek.)

Engedjiik meg, hogy a vizsgalt gazdasagban 1étezhessenek nem létfenntarto termékek is,
amelyeket luxustermékeknek fogunk nevezni. A 1étfenntartd arukat termeld agak egyiitte-
sét létfenntarto alrendszernek, a luxustermékeket el6allitod agazatokat luxus alrendszernek
fogjuk nevezni.’

A termeldagak ¢és termékek nyilvan mindig egyértelmiien €s teljeskortien besorolhatok
a fenti két alrendszer valamelyikébe. Jelolje ezek indexeinek halmazat [, és I,, ahol az
utobbi iires halmaz, ha nincsenek luxustermékek. Viszonylag egyszertien belathat6 (lasd
Zalai [2000] 12.6. tétel), hogy az utobbi esetben az A = (R + com) matrix irreducibilis lesz,
ellenkezd esetben az R matrix R,, és a ¢ vektor ¢, alblokkjanak minden eleme 0 lesz, és az
A matrix felbonthato a kdvetkezd formaban:

[l 12 Il [2
1 A, | A, R, +C)) | (R, +C,,) | létfenntartd termékek
A 0 A,, 0 R,, luxustermékek

ahol C,, = ¢,°m, ¢és C,, = ¢,°m,, az (R, + C,,) matrix irreducibilis (vagy az 1R,,, vagy az
m, vektornak sziikségképpen van pozitiv komponense), sét 1(R,, + C,,)(E — R,,)™" > 0,
ha R,, produktiv. (Nemcsak a munkaerd, de a létfenntarto termékek is nélkiilozhetetlenek
minden termék termeléséhez.) Ezek alapjan egyszertien kovetkezik az 1. megallapitas is.

1. MEGALLAPITAS. Az A = (R + com) egyiitthatomatrix — azaz a MLN-gazdasag — akkor és
csak akkor reducibilis, ha 1éteznek luxustermékek (is). Az A, = (R, + C,,) matrix domi-
nans sajatértéke (a matrix irreducibilitasat szavatold feltevések miatt) pozitiv lesz.

Ha tehat vannak luxustermékek is, akkor a Iétfenntartd és luxustermékek szerinti fel-
bontasban az egyensulyi feltételek a kdvetkez6 format oltik:

5 A létfontossagu ¢és luxusaruk szerzo altal bevezetett fogalmai nyilvanvaléan rokon Sraffa [1960/1975] bazis-
és luxustermék fogalmaival, errdl tantiskodnak a hasznalt elnevezések is. Sraffa azonban csak az R matrix alapjan
értelmezte ezeket.
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X 2 a(A X, + ApX,) (MLN-PI1)
X, > 0A X, (MLN-P2)
pSopAy (MLN-D1)

P S a(pAp + pAy) (MLN-D2)

Az elemzések egyszertibbé tétele érdekében a tovabbiakban feltessziik, hogy az A,,=R,,
matrix irreducibilis, igy domindns sajatértéke, a Perron—Frobenius-féle tételek értelmé-
ben, szintén pozitiv. A matematikai részletek irant érdek16d6 olvasok kedvéért vazoljuk az
MLN-modell megoldasainak matematikai elemzését. Akit csak a kdzgazdasagi konkluzié
érdekel, a kovetkezd apro betiis részt nyugodtan atugorhatja.

Az MLN-MODELL MEGOLDASAINAK MATEMATIKAI ELEMZESE

a) A Perron—Frobenius-tételekbdl tudjuk, hogy az egyenldségek formajaban felirt primalis fel-
adat hatarozottan pozitiv megoldasa létezésének az a szlikséges ¢s elégséges feltétele, hogy teljesiil-
jenek a M(A ) < l/a= A(A,,) relaciok, ahol A(A ;) és A(A,,) a két matrix dominans sajatértéke.

b) Ugyanigy, az egyenldségek formajaban felirt dualis feladat pozitiv megoldasa 1étezésének
sziikséges és elégséges feltétele az 1/a = A(A ) > A(A,,) relaciok fennallasa.

¢) El6szor is lassuk be, hogy a fenti két, egymassal ellentétes kovetelmény miatt a modellnek nem
Iétezhet olyan megoldésa, amelyben minden ar- és termelési szint pozitiv, aminek kovetkeztében az
egyensuly feltételei mind egyenléségek formajaban teljesiilnek.

d) A létfenntarto termékek nélkiilozhetetlenek, ezért x, sziikségképpen hatarozottan pozitiv vek-
tor lesz minden megoldasban, és ebbdl kovetkezéen (komplementaritas) sziikségképpen egyenld-
ség forméjaban teljesiilnek az (MLN-D1) feltételek. Ez utébbibol viszont az kovetkezik (Perron—
Frobenius-tételek), hogy két eset lehet: p, vagy a nullavektor, vagy az irreducibilis A, matrix (bal
oldali) sajatvektora, és ezért hatarozottan pozitiv vektor és 1/ac = A\(A,)).

e) Az a) és a d) pontban igazoltak miatt a p, > 0 esetben x, csak a nullavektor lehet és 1/a= A(A ).
A b) pontban igazoltak értelmében csak akkor lehet p, is pozitiv, ha A(A,;)) > MA,,).

/) Ha x, is pozitiv vektor, azaz A(A,)) < l/a = A(A,,), akkor egyrészt az (MLN-D2) feltétel is
egyenldség formdjaban teljesiil (komplementaritas). Az elézével dsszevetve lathatjuk, hogy x, csak
akkor lehet pozitiv, ha p, = 0. Ebbdl kovetkezéen p, nem lehet a nullavektor, mivel p > 0, és ezért p,
az irreducibilis A,, matrix (bal oldali) sajatvektora, s mint ilyen hatarozottan pozitiv vektor.®

g) Mivel pedig M(A|)) > «, ezért az (E — aA ) matrixnak létezik nem negativ, s6t A, irreducibi-
litasa kovetkeztében minden elemében pozitiv inverze (Perron—Frobenius-tételek). fgy a

(E—aA)x, = aA X, +5s
egyenletnek tetszoéleges s, vektor mellett 1étezik megoldasa, s az mindaddig pozitiv, amig s, > 0.

Ilyen esetben (x,, p, > 0; p, = 0) tehat szamtalan olyan x, > 0 megoldas létezik, amely esetén a
Iétfenntartd termékekbdl tobbletkinalat keletkezik, vagyis szabad javak.

Erdemes bevezetni a kovetkezd, kozgazdasagi szempontbol a sajatértékeknél konnyeb-
ben értelmezheté fogalmakat. A fogalmakkal nyilvanvaldéan arra utalunk, hogy ha az
adott blokk 6nmagaban alkotna egy gazdasagi rendszert (vagy akar csak a tobbi agazattol
fiiggetlen alrendszert), mekkora lenne annak az egyensulyi novekedési iiteme, illetve a
profitratéja.

DEeriNicIO. Az A, = (R, + C,)), illetve az A,, = R,, matrixok dominans sajatértékének
reciprokat a két alrendszer névekedési, illetve az itt vele megegyez0 profitpotencidljanak
nevezziik, és p, = MA)) és p, = A(A,,) skalarral jeldljiik 6ket.

¢ Ha A,, reducibilis lenne, akkor a luxusagazatokat magukat is tovabbi alagazatokba sorolhatjuk. Ilyen esetben
tovabbi megoldasok is 1étezhetnének, amelyek természete hasonlo lenne az M2 megoldaséhoz. Ezek targyalasa
csak feleslegesen bonyolitand a jelen elemzést. Ennek elkeriilése végett tettiik fel A,,-r6l, hogy irreducibilis.
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A fenti, komplementaritasi megkotésekkel kiegészitett egyenlétlenségrendszer legalabb
félig pozitiv megoldasai 1étezésének matematikai elemzésébdl a kovetkezdket allapithat-
juk meg.

2. MEGALLAPITAS (AZ MLN-MODELL MEGOLDASAI)

a) Ha nincsenek luxustermékek, akkor egyetlen egyensulyi megoldas létezik, amelynek
a tényezdje az A matrix (pozitiv) dominans sajatértékének reciproka, az egyensulyi arak
(p) és a tevékenység- (itt egyuttal kibocsatas-) szintek (x) vektora pedig az A matrixnak a
dominans sajatértékéhez tartozo, ardanyaikban egyértelmiien meghatdarozott, pozitiv bal és
jobb oldali sajatvektorai.

b) Ha vannak luxustermékek, akkor két egyenstlyi megoldas is 1étezhet. Mindig lehetsé-
ges az (M1) rendszerbeli megoldas, amelyben csak a 1étfenntartod agak termelnek:

ay = Py, Xl = (XTa 0) éS pl = (p){’ pz)a (Ml)

ahol az x] és a p; az A,, egylitthatomatrix dominans sajatértékéhez tartozo, aranyaikban
egyértelmilen meghatarozott, pozitiv jobb €s bal oldali sajatvektorok. A p, értéke altalaban
nem egyértelmiien meghatarozott. Pontosabban: p, = 0 mindig lehetséges megoldas, de a
p, hatarozottan pozitiv is lehet. S6t, ha p, > p,, azaz a luxusipardgak sajat profitpotenci-
dlja nagyobb, mint a létfenntartd alrendszeré, akkor a p,-nek van olyan értéke is, amely
esetén a luxustermékek termelése is biztositana az egyensulyi profitrata elérését, azaz

p,=a(p A, +p,A,,), éspedig  p,=pALE-pR,)T >0.

Ha p, > p,, azaz a luxusiparagak sajat b6viilési potencidlja kisebb, mint a létfenntartod
alrendszeré, akkor I1étezik olyan megoldas is, amely esetén luxustermékeket is termelnek,
de ekkor a Iétfenntartd termékek szabad javak

az = p2> x2 = (Xl’ X;) éS p2 = (0> p;)’ (MZ)

ahol az x; és a p; az A,, egyiitthatomatrix dominans sajatértékéhez tartozo, aranyaikban
egyértelmiien meghatarozott, pozitiv jobb &s bal oldali sajatvektorok. Az x, szintén pozitiv
vektor, de nagysaga nem egyértelmiien meghatdrozott, és megvalaszthat6 olyannak is,
amely esetén a létfenntartd arukbol tobblet (tulkinalat) lesz, vagyis a 1étfenntartd termékek
szabad javak, ezért lesz az egyensulyi aruk nulla.

Az MLN-modellnek tehat mindig 1étezik pozitiv 1étfenntartd bérratat eredményezo,
kozgazdasagi szempontbol elfogadhaté megoldasa, éspedig az (M1). Erdemes ennek kap-
csan rogton utalni a Marx—Neumann-modellre, ami a késébbiek szempontjabol fontos
lesz. Egyrészt majd latni fogjuk, ott mar nem mindig létezik pozitiv létfenntartd bérratat
eredményez6 megoldas. Masrészt lathatjuk azt is, hogy a KMT-feltevések (itt: 1A > 0)
teljesiilésének és az egyensuly kiegészité KMT-feltételének (px > 0) eldirasa nem sziri
ki a matematikai szempontbdl lehetséges megoldasok koziil a kdzgazdasagi szempontbol
értelmetlen (pe = 0) megoldasokat. A munkaerd és fogyasztasanak explicit figyelembevé-
tele esetén ezért az egyensulyi megoldasok feltételeként azt kellene inkabb eldirni, hogy
pc legyen pozitiv. Ha pedig mind pe, mind mx értéke pozitiv (az utobbit, mint lattuk, a
munka nélkiilozhetetlensége szavatolja), akkor viszont pAx és pBx is pozitiv lesz (ugyanis
fennallnak a 0 < pemx = pCx < pAx < apBx egyenlétlenségek).

A modellnek azonban 1étezhet olyan megoldasa is, amelyben termelnek luxusarukat is.
Egy ilyen megoldasban a luxusiparagaknak a létfenntartd alrendszerénél kisebb boviilési
potencialja hatarozza meg a gazdasag egyontetli novekedési litemét. A 1étfenntartd aruk
ezért szabad javakka valnak, ami miatt a megoldas kdzgazdasagi szempontbol értelmetlen.
A fenti elemzésbdl vilagossa valik, mi a probléma gydkere. Az, hogy mikdzben a techno-



28 Zalai Erno

logia megadasakor figyelembe vessziik a luxustermékek eldallitasanak a lehetdségét, a
modellben magaban nem szerepel luxusfogyasztas, ami az utobbi aruk termelésének értel-
met adhatna. A luxustermékeket oncéliian, a sajat maguk ujratermelése céljara allitanak
elé (x; = aR,,x;). Egy ilyen allapotban a luxustermékek eldallitasara forditott minden
raforditas (koztliik a munkaraforditasok) veszendobe menne, tehat nem csak a létfenntarto
termékek esetleges tulkinalata esetén elpazarolt raforditasok.

Nézziik meg ennek igazolasara kdzelebbrdl az utobbi esetet! Legyen a termelési tevékeny-
ségek szintje mindkét megoldas esetében akkora, amely mellett éppen egységnyi munkaer6t
hasznalnak fel (mx* = 1). Ilyen esetben Ax az Rx + ¢ alakra egyszeriisodik (Ax = Rx + c¢).
Az els6 (M1) megoldas esetén a létfenntartd termékek egyensulyi feltételét az

X; = A X, = (R X7+ ¢))
egyenldség, a masodikban (M2) az
X, z LA X, + A X = a(Ry X, + ) + R X]

gyenge egyenlétlenség formajaban irhatjuk fel.

Az R x; vektor feltétleniil tartalmaz pozitiv komponenst, mar ebbdl is lathatd, hogy
azonos mennyiségli munkaerd felhaszndldsa esetén a, sziikségképpen kisebb, mint a,. A
felhasznalt munkaerd egy részére ugyanis az x; mennyiségii luxustermékek eldallitasahoz
van sziikség. A kovetkezo idészakban foglalkoztatott egységnyi munkaerd sziikséges (oc)
fogyasztasat tehat kisebb munkaraforditassal is eld lehetne allitani. Masképpen fogalmaz-
va: a munkaerd Ujratermeléséhez sziikséges munka kisebb, mint az egyensulyi munka-
raforditas. Luxustermékek termelése esetén tehat akkor is pazarolnak a munkaerével, ha
a létfenntartd termékekbdl nincs tulkindlat, ugyanis a veszendébe mend luxustermékek
eléallitasara forditjak.

Tkertermelés esetén a luxustermékek termelése mar nem feltétleniil jelentené azt, hogy
kevesebb munkaval is ki lehetne elégiteni a kdvetkez6 iddszak keresletét. Latni fogjuk azon-
ban, hogy az, hogy a munkaerd jjratermeléséhez sziikséges munka mennyisége kisebb, mint
az egyensulyi munkaraforditas, az ikertermelés esetén is a munkaer6 pazarl6 felhasznalasat
fogja jelezni. Egyik esetben sem lenne ugyanis akadalya annak, hogy néjon az egy munka-
orara juto fogyasztas szintje (nagyobb c egyiitthatok), és/vagy csokkenjen az egy munkas al-
tal ledolgozandé munkadrak szama (nagyobb m egyiitthatok), vagyis javuljanak a munkasok
¢életkoriilményei, éspedig anélkiil, hogy ez akar a ndvekedési iitem, akar a profitrata csokke-
néséhez vezetne. Egyébként is, ha a létfenntartd aruk szabad javak, akkor mi 6szténézné a
munkasokat ingyenes bérmunka vallalasara? Mi fogna vissza a munkasokat a jobb feltételek
kiharcolasatol, amikor luxusfogyasztasra (a modell feltevései szerint) nincs is igény? Egy
ilyen allapot kialakulasa teljesen idegen a szabad versenyes piaci egyensuly szellemétol.

Két dolgot tehetiink a modell e fogyatékossaganak kikiiszobolése érdekében.

1. Mivel nincs luxusfogyasztas (ami persze iranyulhatna létfenntartd termékekre is),
eleve ki kell iktatnunk a modellbdl a luxustermékeket és iparagakat. Megtartanank tehat a
naturalis (primalis) és értékbeli (dualis) 0sszefliggések szigorti szimmetriajat. Az igy redu-
kalt modell sziikségképpen irreducibilis lesz, s ez igazolni latszik Neumannt, aki — ugyan
csak a matematikai kényelem és talan a termodinamikai analdgia kedvéért — kizarta elem-
z¢€sébdl a dekomponalhato rendszereket.

2. A masik lehetéséget a Neumann-modell olyan kiterjesztése kinalja, amelyben mar van
luxusfogyasztas (G egyiitthatok), de megtartjuk a létfenntarto bérek feltevését. A modell egy
ilyen altalanositasa megsziinteti a teljes raforditasi (R + C) és a teljes felhaszndalasi egyfittha-
tok (R + C + G) azonossagat, a modell eredendd szimmetriajat. Egy ilyen modellben mind-
azonaltal helye van a luxustermékeknek is, és lehetévé valik ezek szerepének kozgazdasagi
szempontbol értelmes elemzése, mint ezt a kdvetkezokben meg is mutatjuk.
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Az egyensuly feltételei luxustermékek és luxusfogyasztas
esetén egy Ricardo—Leontief-modellben

Erdemes ezen a ponton egy rovid kitérdt tenni, s kozelebbrdl megnézni a méasodikként
jelzett (M2) megoldast, a luxusfogyasztas bevezetésének hatasat. Lényegében az itt ko-
vetett megoldast alkalmazhatjuk a Neumann-modell esetén is, egy fontos kivétellel, ami
Neumann ¢és Leontief modelljét egymastol markansan megkiilonboztetd jellegébdl fakad.
Neumann modellje az ex ante szemléletben fogant (bévebben errdl lasd Zalai [1999]). Egy
olyan elvont matematikai struktirat vizsgalt, amelynek nincs semmi kézvetlen kapcsolata
a megfigyelésekkel. Definialja az egyensuly matematikai jellemzdit, s olyan elégséges fel-
tevéseket keres, amelyek mellett az egyensuly 1étezése igazolhatd. Leontief modellje ezzel
szemben a klasszikus, s6t még a korai neoklasszikus hagyomanyokra is jellemz6 ex post
szemléletet koveti. Modelljének valtozoi és paraméterei megfigyelhetd nagysagok, és ele-
ve felteszi, hogy a gazdasag megfigyelt allapota egyensiilyinak tekintheté. igy a véltozok
¢és paraméterek megfigyelt értékei ab ovo kielégitik az egyensuly feltételeit.

Egyebek kozott ez a szemléletbeli rokonsag teszi kiilondsen alkalmassa Leontief mo-
delljét egyes klasszikus megallapitasok formalizaldsara €s altalanositdsara. Ezt csak to-
vabb erdsiti, hogy a klasszikusokhoz hasonloan figyelmen kiviil hagyja az ikertermelés
jelenségét, ami nehezen lekiizdhetd akadalyokat gorget minden elemzés elé. Mindezen
okoknal fogva a megvaldsult egyenstly feltételeit egyenldségek forméjaban irhatjuk fel,
hiszen minden valtozo megfigyelt értékérdl feltehetjiik, hogy pozitiv volt. (A nullaart sza-
bad javakat eleve figyelmen kiviil hagyjuk.)

Ennek megfelelden luxusfogyasztas esetén az egyensuly feltételei — létfenntarto és luxus-
termékek, illetve termel6-, 1étfenntartd és luxusfogyasztas szerinti bontasban — a kdvetkezd
egyenletrendszerrel adhatok meg.

X, = a(R,; + C,; + G )X, + a(R,, + C), + G )X, (RL-P1)
X, = aG X, + a(Ry, + Gy)X, (RL-P2)

p; = ap,(R;, + C,) (RL-DI)

p, = ap,(R;, + Cp)) + ap,R,,, (RL-D2)

ahol ¢, m > 0, mint korabban, G = gem, ahol g > 0 vektor az egy munkaorara jut6 luxus-
fogyasztas egyiitthatoit tartalmazzak. Természetesen létfenntartd termékek is lehetnek
luxusfogyasztas targyai, azt azonban mindenképpen feltessziik, hogy luxustermékbdl van
luxusfogyasztas (g, > 0, és igy g,om > 0).

Hanincs luxusfogyasztas, akkor a novekedeési és a profitpotencial értéke mindkét alrend-
szer esetén ugyanakkora. Ha viszont van luxusfogyasztas is, akkor a novekedési potencia-
lokaz (A, + G,)=(R,; + C,, + G,) és az A,, = (R,, + G,,) teljes felhasznalasi matrixblok-
kok dominans sajatértékeinek reciprokai, a profitpotencidlok pedig az A, = (R, + C,)) és
az A,, = R,, teljes raforditdsi matrixblokkok dominans sajatértékei lesznek. A novekedési
potencialok tehat jellemzden kisebbek lesznek, mint a profitpotencialok.

A primadlis feladat hatarozottan pozitiv megoldédsa létezésének a sziikséges és elégsé-
ges feltétele az, hogy teljesiiljenek a A(A |, + G,)) < l/a < MA,, + G,,) relaciok. A dualis
feladat pozitiv megoldasa 1étezésének pedig az a sziikséges és elégséges feltétele, hogy
teljesiiljenek az 1/ac= A(A ) > A(A,,) relaciok (lasd fentebb). Mindezek alapjan belathatjuk
az 3. megallapitas igaz voltat.

3. MEGALLAPITAS (A TOKES ARUTERMELES EGYENSULYA LUXUSTERMEKEK ESETEN)
a) Luxustermékeket csak akkor termelhetnek egyensuly esetén, ha van luxusfogyasztas is.
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b) Az egyenstlyi profitrata megegyezik a létfenntartd alrendszer profitpotencialjaval.

¢) A luxustermékek termelési koriilményei és arai nem befolyasoljak sem az egyensulyi
profitrata, sem a létfenntarto termékek arainak nagysagat, azaz a luxustermékek termelése
nem csokkenti az egyensulyi profitratat.

d) Luxustermékek termelése viszont csak akkor egyeztethetd dssze pozitiv arakkal és
(a sziikséges fogyasztas altal meghatarozott) pozitiv bérrataval, ha a luxustermékek al-
rendszerének profitpotencialja nagyobb, mint a létfenntart6 alrendszeré.

e) Az egyenstlyi novekedési iitem nem lehet nagyobb a létfenntart6 termékek noveke-
dési potencialjanal (tehat az egyensulyi profitratanal sem), ami csak akkor lenne elérhetd,
ha nem lenne luxusfogyasztas.

A fenti megallapitasokbol szamos érdekes elméleti és elmélettdrténeti kovetkeztetés von-
hato le. Ezek koziil csak kettore hivjuk fel a figyelmet itt. Az egyik egy elmélettdrténeti
érdekesség. Ricardo [1821] fomtvében mar megfogalmazta a fenti harmadik konkluziot.
Ez, illetve a Malthusszal folytatott levelezésében talalhatd utalasok inditottak Sraffat arra
a vitatott feltételezésre, hogy Ricardo hasznalhatta a fenti modell kezdetleges, kéttermékes
(gabona ¢és selyem) valtozatat. Arra lehetne gondolni ugyanis, hogy Ricardo ebbdl vezette le,
hogy az egyenstlyi profitrata elvben meghatarozhat6 az arak nélkiil is, a 1étfenntarté mezd-
gazdasagi szektorban a gabondban elsajatitott értéktobblet és az ugyancsak gabonaban meg-
eldlegezett toke aranyaval (corn rate theory of profit). Ezt altalanositotta Sraffa [1960/1975]
nevezetes miivében. Itt mégsem ra hivatkozunk, mert modellje csak armodell volt, ezért in-
kabb a Ricardo—Leontief-modell elnevezés illik a fenti stacionarius modellre.

Egy masik elméleti érdekesség pedig abbol a megallapitasbdl fakad, hogy a luxus-
alrendszer profitpotencialjanak nagyobbnak kell lennie a létfenntarto alrendszer profitpo-
tencialjanal, azaz az (R, + C,,) matrix dominans sajatértékének nagyobbnak kell lennie az
A,, = R,, matrixénal. Ha torténetesen A(R;;) < A(R,,), akkor a fenti kovetelmény azt je-
lenti, hogy a luxustermékek termelése csak akkor lehetséges egyensuly esetén, ha a realbér
és/vagy a munkaintenzitas mértéke (C egyiitthatok szintje) eléri azt a kritikus értéket, ahol
ez relacid a teljes raforditasi egyiitthatok esetén megfordul, azaz A\(R,; + C,;) < A(R,,).

A paradox jelenségek elemzése az altalinos Marx—Neumann-modellben

A Marx—Neumann-modell ikertermelés és technoldgia valasz nélkiili valtozatanak az
elemzése szamos fontos megallapitashoz vezetett. Ezek koziil a kovetkezoket emeljiik ki,
s tessziik vizsgalat targyava az altalanos linearis tevékenységelemzési technologiat felté-
telez6 modell keretei kozott.

4. MEGALLAPITAS. Az MLN-modell megoldasainak néhany fontos jellemzéje a kovetkezd:

a) a modellnek mindig van olyan megoldasa, amelyben a fogyasztas értéke pozitiv;

b) az egyensulyi tényezd, s6t pozitiv skalarral vald szorzastdl eltekintve a termelési és
az arszerkezet tekintetében is egyetlen ilyen megoldas 1étezik, éspedig a legnagyobb ara-
nyos novekedési itemhez rendelhetd egyensulyi allapot;

¢) mas lehetséges (kisebb iitemt) aranyos novekedési palyat csak olyan arrendszer te-
hetne egyensulyi megoldassa, amely esetén a fogyasztas értéke nulla lenne (kézgazdasagi
szempontbol értelmetlen);

d) ilyen megoldasok csak akkor létezhetnek, ha vannak luxustermékek, amelyek miatt a
termelési rendszer dekomponalhato lesz;

e) az utobbiak esetén az egy foglalkoztatottra jutd fogyasztas novelhetd lenne a noveke-
dési litem, illetve a profitrata csokkenése nélkiil;
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f) amodellbdl elézetesen kisziirhetok azok a luxustermékek és eljarasok, amelyek ilyen
megoldashoz vezetnek, és ezért Neumannal egyiitt joggal feltehetjiik, hogy a vizsgalt gaz-
dasag nem dekomponalhatd, ¢és igy az egyensulyi tényezo tekintetében egyetlen megoldas
létezik csupan.

Nézziik meg most, fennéllnak-e, illetve hogyan moédosulnak a fenti megallapitasok az
altalanosabb Marx—Neumann-modellben (MN)! Ez a modell ,,csak” a kibocsatasi egyditt-
hatok matrixa és altalaban az egyiitthatomatrixok méretében fog kiilonbozni az MLN-
modelltdl, és egyensilyi alapfeltételei a kovetkezok lesznek:

a>0,x,p>0, (MNO)
Bx > (R + cem)x, (MN-P)
pB < ap(R + com). (MN-D)

Tegyiik a modell specifikaciojat teljessé el6szor az egyensulyi tevékenységek és arak
szintjét meghatarozo6 szokasos

Ix=pl=1 (KMTO)

megkotésekkel, illetve a Kemeny—Morgenstern—Thompson [1956]-féle értékteremtés fel-
tételével:

pBx > 0. (KMT3)

A fenti feltevésekkel definialt Neumann-modellnek, mint tudjuk, mindig van meg-
oldasa, valahanyszor az egyiitthatomatrixok eleget tesznek a B1 > 0 ¢és 1A > 0 KMT-
feltevéseknek. A kérdés tehat csak az, hogy van-e ezek kozott kdzgazdasagi szempontbol
is értelmes megoldas. Nyilvan most is érdektelenek lesznek azok a megoldasok, amelyek-
ben nem hasznalnak fel munkaerdt (mx = 0, teljesen automatizalt gazdasag), illetve ame-
lyekben a fogyasztasi cikkek mind szabad javak (pc = 0, ingyenes bérmunka).

A teljes automatizalas lehetdségét most is kizarjuk a munkaerd nélkiilozhetetlenségé-
nek feltevésével, azaz nem létezik olyan o > 0 és x > 0, amelyek esetén Bx > a(R + com)x,
és mx = 0. E feltevés biztositja, hogy a lehetséges novekedési tényezék tartomanya feliilrol
korlatos lesz.

BizonyiTAs. Azt, hogy a lehetséges novekedési tényezok tartomanya a munkaerd nélkiiloz-
hetetlensége esetén feliilrdl korlatos lesz, a kovetkezOképpen lathatjuk be. Ha « lehetséges
novekedési tényezd, akkor van olyan x > 0, ahol 1x = 1, hogy Bx > a(R + cem)x. Az utdbbi
egyenlétlenség két oldalan levo kifejezéseket rendre 6sszegezve (az 9sszegzd vektorral be-
szorozva) azt kapjuk, hogy 1B1 > 1Bx > al(R + cem)x, ahol 1(R + cem)x > (1¢)(mx) > 0.
Emiatt o értéke nyilvan korlatos. - B |

Ez volt az 1A > 0 KMT-feltevés funkcidja is a KMT-feltevések kozott, ezért a jelen
modellben ezt mar nem kell kiilon eldirni. A pozitiv boviilési tényezd 1étezését garantald
B1 > 0 feltevést viszont tovabbra is megtartjuk.” Mindez biztositja, hogy a (KMT3) felté-
tellel kiegészitett Marx—Neumann-modellnek legyen megoldasa.

Az ingyenes bérmunka lehet6ségét azonban mar nem lehet egy ehhez hasonlo, egyszeri és
kézenfekvo elézetes feltevéssel eleve kizarni. De ha feltessziik, hogy van ilyen (pc > 0), illet-

7 Ezt a feltevést enyhithetnék azzal, hogy csak azt tessziik fel, hogy van egyaltalan olyan x* > 0, amely esetén
Bx" > 0. Ennek azonban csak a Neumann-modell egy olyan altaldnositasiban van jelentdsége, ahol a B métrix
netto kibocsatasi egyiitthatokat tartalmaz, igy lehetnek negativ elemei is (lasd Zalai [2006]).
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ve csak ilyen megoldast fogadunk el, akkor az x és a p valtozok szintjét, az 1x = pl = 1 egyen-
letek helyett, mx = pc = 1 egyenldségekkel is megkothetjiik. Ha ezt tessziik, akkor az MN-
modell homogén formaban felirt feltevéseit atirhatjuk a kdvetkezé inhomogén alakokba:

Bx > a-(Rx +¢), (MNla)
pB < a-(pR + m). (MN2a)

Morishima [1964] megmutatta, hogy kolcsonds €s egyértelmill kapcsolat 1étesithetd az
MN-modell kdzgazdasagi szempontbodl értelmes megoldasai és a kovetkezd (LP1) linearis
programozasi feladatpar (optimalis) megoldasai kozott.

S. MEGALLAPITAS. A Marx—Neumann-modellnek akkor és csak akkor Iétezik olyan («, X, p)
megoldasa, amelyben pe > 0, ha az a egyensulyi tényezo rogzitett értéke mellett 1étezik
megoldasa az LP1 feladatparnak, s abban a célfiiggvények (k6z06s) optimalis értéke 1.

(P1) (D1)
x>0 p=>0
[(1/c)B—R]x > ¢ pl(1/a)B—R] <m (LP1)
mx — min! pc — max!

A megallapitas helyessége egyszertien kovetkezik az egyensuly és az LP-modell feltéte-
leinek azonossagabol. Az mx fliggvény minimuma (mx°) az a legkisebb munkarafordits,
amely az « boviilési tényez6 mellett az egységnyi munkaerd sziikséges fogyasztasanak
eléallitasahoz sziikséges. Az mx? = 1 érték azt jelenti, hogy minden munkaraforditas a
munkaer6 Gjratermelését szolgalja (egységnyi munkaerd ujratermelését szolgalo fogyasz-
toi kosar eldallitasanak éppen egy egység a munkaigénye.) Ez a felismerés vezet el a 6.
megallapitashoz.

6. MEGALLAPiTAS. Adott paraméterek mellett a Marx—Neumann-modell KMT-feltételeket
kielégitd o egyensulyi tényezdjlii megoldasa akkor és csak akkor lesz kdzgazdasagi szem-
pontbdl értelmes, ha nincs a munkaerd-ujratermelés szempontjabol felesleges (pazarlo)
munkaraforditas.

Ugyanahhoz a kovetkeztetéshez jutottunk tehat, mint a Leontief-eljaras esetén, ahol
lattuk, hogy a fogyasztasi javak nulla ara azt jelzi, hogy a C = com fogyasztasi egyiittha-
tok matrixaban szereplé paraméterek nem kompatibilisek a B és R technologiai egyiitt-
hatokkal, illetve a versenyz0i egyensuly feltevésével. Az adott o béviilési tényezdt rog-
zitve, az egy oOrai munkara jutd fogyasztas (c) novelésével és/vagy a munkaintenzitas
csokkentésével (az m paraméterek ndvelésével) itt is megteremthetjiik a sziikséges kon-
zisztenciat a paraméterek kozott.

Ezt a kovetkezd gondolatmenettel igazolhatjuk. Helyettesitsiink az LP1 feladatban ¢ he-
lyébe pc-t, ami ugyanazt jelenti, mintha a com fogyasztasi egyiitthatok matrixanak elemeit
rendre megszoroznank a ¢ skalarral. Lattuk, hogy adott a boviilési tényez6 és pc fogyasz-
to1 kosar pontosan akkor lehet kdzgazdasagi szempontbdl értelmes egyensulyi megoldas
része, ha ¢c eldallitasanak minimalis munkaigénye éppen 1. Viszonylag kénnyen belat-
hato, hogy az LP1 feladat célfiiggvényének optimalis értéke (mx°) a ¢ véltozé monoton
novekvo fiiggvénye, ha a munkaerd nélkiilozhetetlen, ahogy ezt feltettiik. Ha tehat az LP1
feladatnak egyaltalan van lehetséges megoldasa, ¢-nek mindig lesz olyan értéke, amely
esetén @ c eldallitasanak minimalis munkaigénye éppen 1 lesz. Az is egyszerlien igazol-
hatd, hogy ¢ ezen értékét, illetve az egyensulyi termelési és arrendszert megkaphatjuk az
alabbi LP2 feladat megoldasabol, ahol ¢ = w a redalbér szintje.
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(P2) (D2)
»>0,x>0 w>0,p=>0
[(1/a)B - R]x > ¢ pl(1/a)B - R} <wm (LP2)
mx < | pc>1
@ — max! w — min!

Bizonvitas. Egyszer(i behelyettesitésekkel belathatjuk, hogy ha x° és p° az LP1 feladat
(optimalis) megoldasa, és mx° = p°¢ > 0, akkor a ¢* = 1/mx’, x* = ©"x° és a w* = 1/p°c,
p*=w'p’ egylittes kielégiti az LP2 feladat primalis, illetve dualis feltételeit az o paraméter
ugyanazon értéke mellett. Mivel pedig a célfiiggvények értéke ugyanakkora, ezért egyut-
tal optimalis megoldas. Ugyanigy lathatjuk be forditva. |

Helyettesitsiik ennek alapjan az egy munkaorara jutd fogyasztas ¢ vektorat ¢ c-vel,
mintha ¢ csak a fogyasztas szerkezetét rogzitené, ¢ pedig a realbér szintje lenne!

7. MEGALLAPITAS: Ha a Marx—Neumann-modellnek a KMT-feltételek mellett kapott meg-
oldasa kozgazdasagi szempontbdl értelmetlen (pe = 0), akkor a legnagyobb a névekedési
tényez6hdz mindig egyértelmiien hozzarendelhetd a realbér azon szintje (), amely esetén
« a e mellett is a legnagyobb novekedési tényez6 maradna, és kozgazdasagi szempontbol
értelmes x és p megoldashoz jutunk.

Elérkeztiink a dolgozatunk célja szempontjabdl minden bizonnyal a legfontosabb meg-
allapitashoz. Ez lesz az, amely igazolja Neumann zsenialis sejtését, hogy be lehet, s6t
célszeri is bevezetni olyan feltevést, amely az egyensulyi tényezd unicitasat eredményezi.
Ez egyszersmind a Neumann-modell KM T-féle altalanositasanak a kritikdja is, ami persze
csak akkor valik jogossa, amikor kiilonvalasztjuk a termeld- és a személyes fogyasztasi
egyitthatokat a modellben, de tovabbra is eltekintiink a luxusfogyasztastol.

8. MEGALLAPITAS. Ha a munka nélkiilozhetetlen, és a KMT-feltételek mellett Marx—
Neumann-modellnek létezik kozgazdasagi szempontbol értelmes (pe > 0) megoldasa, ak-
kor annak egyensulyi tényez6je sziikségképpen a legnagyobb lehetséges aranyos béviilési
tényezo.

A 8. perdonté megallapitast, tgy tlnik, Bromek [1974] fogalmazta meg és igazolta el6-
szor. Itt azonban a Bromekénél joval egyszeriibb bizonyitast adunk.?

Bizonyitas. Jeldljiik a B, A = (R + cem) technologia altal megengedett novekedési tényezdk
halmazat H(B, A)-vel, ahol

HB,A)={a:3x>0,[B—aA]x>0,1x=1}.

A munka nélkiilozhetetlensége miatt a fenti av és x esetén mx > 0, valahanyszor a > 0.
Ezért az adott x vektort mx-vel elosztva mindig képezhetd olyan x’ vektor, amely esetén
[B—aAJx'>0ésmx’ = 1.

Tegyiik fel, hogy az (o, x*, p*) megoldasban szereplé o nem maximalis egyensulyi
tényezd. Ekkor létezik olyan o/ > o, o’ € H(B, A) és x' > 0, hogy mx’ =1 és [B — o/A]x’

§ Bromek [1974] az optimalis felhalmozas—fogyasztas és a bér—profit frontvonalak Marx—Neumann-modellbeli
értelmezésének elemzése (lasd késdbb) kapcsan jutott erre az eredményre. A matematikusi megkozelitésére jel-
lemz6 modon nem ismerte fel eredményének tagabb kozgazdasagi jelentségét.
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>0, és ebbdl kovetkezden (1/a’)Bx’ > Rx’ + ¢. Az utobbi egyenldtlenségbdl lathato, hogy
[(1/a")Bx'], > 0, valahanyszor ¢, > 0, és mivel l/a* > 1/, ezért

[(I/a™Bx' — RX'], > ¢, hac, >0,
[(1/a")Bx’ = Rx'], >0, egyébként.
Mindezek miatt talalhat6 olyan 0 < k& < 1, hogy
k[(1/c")B — R]x' > c.

Az x = kx' vektor a = o esetén kielégiti az LP1 feladat primalis feltételeit, és mx < 1.
A célfiiggvény optimalis értéke ennél csak kisebb lehet. A fentiek és az 5. megallapitasban
igazoltak miatt tehat (o, p*, x*) nem lehetett volna az MN-modell egyensulyi megoldasa. m

A 8. megallapitas egyrészt arra mutat ra, hogy ha az a priori adott paraméterek mellett
léteznek mas egyensulyi tényezdvel rendelkezé megoldasok (a gazdasag dekomponalha-
td), csak a legnagyobb boviilési tényezohoz tartozo megoldasok lesznek érdekesek kdzgaz-
dasagi szempontbdl, a tobbiek nem.

Masrészt, ismét igazoltuk, hogy a paraméterekre tett KMT-feltevések (B1 > 0 és
1A > 0) nem elégségesek a kozgazdasagi szempontbol relevans megoldasok 1étezésének
jellemzésére. A fenti megallapitasok fényében mindenekel6tt megfogalmazhatunk egy, a
paraméterek konzisztenciajara vonatkozo kritériumot.

9. MEGALLAPITAS: A Marx—Neumann-modellben csak olyan ¢ fogyasztdsi vektor konzisz-
tens az adott B, R és m technologiai egyiitthatokkal, amely esetén az LP1 feladat optimalis
megoldasaban a célfiiggvény értéke 1 lesz, ha o a B és az A = (R + com) egyiitthatokkal
adott Neumann-modell legnagyobb boviilési tényezdje.

E konzisztenciafeltevés teljesiilése azonban altalaban csak utélag deriil ki tetszélegesen
megadott paraméterek esetén. Ha viszont kideriil, hogy nem teljesiil, akkor a paraméterek
hidnyz6 konzisztenciajat a fogyasztasi egytitthatok feliilvizsgalataval, példaul az LP2 fel-
adat segitségével meg lehet, és meg is kell teremteni.

Harmadrészt, bar a pBx > 0 és a pAx > 0 egyenl6tlenségek csak egyidejiileg all-
hatnak fenn, mint mar a MLN-modell elemzése kapcsan arra ramutattunk, a kézgaz-
dasagi logika alapjan a pAx > 0 kiegészit6 feltétel eldirasa az indokolt. A termeld- és
személyes fogyasztasi egylitthatok A = R + C alaku szétvalasztasa esetén azonban
még ez sem elég, hanem a pCx > 0 kiegészitd feltételt sziikséges bevezetni, amelynek
teljesiilése esetén természetesen fenn fognak allni a pBx > 0 és a pAx > 0 egyenl6t-
lenségek is.

Ebbdl kovetkezdéen a Marx—Neumann-modell (MN1)—(MN3) alaposszefiiggéseit — a
(KMTO) és (KMT3) feltételek helyett — az

mx = pc = 1 (MN4)

potlolagos feltétellel kell kiegésziteni.
Mindezekbdl adodik dolgozatunk masodik legfontosabb megallapitasa.

10. MEGALLAPITAS. A Marx—Neumann-modell kiegészitd feltevéseit nem a szokdsos
KMT-, hanem az (MN4) feltételekkel kell megadni. Az igy definialt modell megoldasanak
létezését a paraméterekre tett alabbi feltevések biztositjak:

a) B1 >0,

b) a munkaerd nem nélkiilozhetd, és
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¢) atechnologiai és a fogyasztasi egyiitthatok konzisztensek egymassal és a piaci egyen-
suly kovetelményével (lasd 9. megallapitas).

Ezek a feltevések nemcsak a kozgazdasagi szempontbdl értelmes megoldasok 1étezését
szavatoljak, hanem azt is, hogy — Neumann feltevéseivel 6sszhangban — az egyensulyi
tényez6 egyértelmiien meghatarozott (unicitds), és megegyezik a legnagyobb lehetséges
aranyos boviilési tényezdvel (optimum).

E megallapitasokbol az is kivilaglik, hogy tetszéleges modon megadott paraméterek
esetén az altalanos MN-modellbdl is ki lehet szlirni azokat a javakat és tevékenységeket,
amelyek csak az alacsonyabb boviilési tényezdjli, kdzgazdasagi szempontbol irrelevans
megoldasokban jatszanak szerepet. Morishima [1971] nyoman a fenti sziirés utan fennma-
radokat elsd osztalyu tevékenységeknek, illetve termékeknek, magat a sziikités eredményét
pedig elsd osztalyu alrendszernek nevezhetjiik. Ez felel meg a Leontief-technologia esetén
értelmezett létfenntarto termékeknek és tevékenységeknek.

Az els6 osztalyl alrendszer azonban, a Leontief-modell 1étfenntartd alrendszerrel el-
lentétben, nem lesz feltétlentil irreducibilis, és az elsérendli termékek és tevékenységek
sem tekinthet6k feltétleniil l1étfenntartonak. Egyaltalan nem zarhaté ki ugyanis, hogy 1é-
tezzenek alternativ egyensulyi tevékenységek (eljarasok), még kevésbé lesz igaz az, hogy
minden elsdérendil tevékenység helyet kap valamelyik egyensulyi eljarasban. Az alternativ
egyensulyi eljarasokban megjelend termékek kore is eltérd lehet. De mindezek ellenére az
elsérendl alrendszer megdrzi a 1étfenntartd Leontief-alrendszer azon tulajdonsagat, hogy
altala az egyensulyi novekedési és profittényezo egyértelmiien meghatarozott.

A létfenntartd termékek és tevékenységek a Leontief-gazdasag sajatos fogalmai. A
Neumann-modellben nem tehetjiik fel, és nincs is ra sziikség, hogy a gazdasag irreduci-
bilis legyen, mint a Leontief-technologia esetében. Utolag persze, az egyensulyi megol-
das ismeretében lehetne ugyan redukalni a modellt egy olyan irreducibilis alrendszerére,
amelynek a megoldasa megegyezne az eredeti rendszer megoldasaval.’ Ez azonban nem-
csak onkényes lenne, hanem ellentétes is lenne Neumann elemzésének szellemével, aki
éppen az alternativ eljarasok kozotti valasztas és az arrendszerek kolcsonds meghatéro-
zottsagat kivanta demonstralni modelljével.

A felhalmozas—fogyasztas és a bér—profit
frontvonalak a Marx—Neumann-modellben

Befejezésiil roviden bemutatjuk, hogyan elemezhetjiik a felvonultatott eszkdzok és megal-
lapitasok segitségével a neoklasszikus ndvekedéselméletbdl ismert optimalis felhalmozas—
fogyasztas és a bér—profit frontvonalakat. Bruno [1969] mutatott ra elsoként, hogy a hicksi
Htényezoar” (bér—profit), illetve az ,,optimalis transzformdacios” (fogyasztas—felhalmozas)
frontvonalak a neoklasszikus ndvekedési modell esetén egybeesnek, ,alapvetd dudlis
kapcsolat” van kozottiik. Neumann nem elemezte — az adott specifikdcidban nem is ele-
mezhette — az atvaltasi lehetdségeket. Morishima azonban, a munkaerd felhasznalasat és
fogyasztasat bevezetve, és a konstans ¢ fogyasztasi egyiitthatok helyébe a ¢ ¢ meghatéro-
zast helyettesitve, alkalmassa tette Neumann igy modositott modelljét ezeknek az atvaltasi
frontvonalaknak az értelmezésére.

A létfenntartdé bérmeghatarozas kovetkeztében a ¢ valtozd egyidejiileg képviseli a fo-
gyasztas és a realbér szintjét. Tegyiik fel, hogy egy adott tartomanyban minden ¢ érték

? Voltaképpen ezt tette Sraffa [1960/1975]), aki még azt is feltette, hogy mindig talalhato olyan redukalt modell,
amelyben a termékek és a tevékenységek szama megegyezik egymassal (négyzetes technika).
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mellett van a modellnek, éspedig — mint Neumann feltevése szavatolta — az o egyensulyi
tényez0 tekintetében egyértelmii megoldasa. Az ilyen tartomanyban a ¢ — « hozzaren-
delés révén egy olyan a(p) fliggvényt kapunk, amely egyik oldalrél a fogyasztas és a
felhalmozas (ndvekedési iitem), masik oldalrdl a redlbér és a profitrata kozti atvaltasi le-
hetdséget abrazolja. A két frontvonal egybeesik, ugyanigy, mint az optimalis ndvekedés
neoklasszikus modelljében.

A két frontvonal kozotti dudlis kapcsolat voltaképpen annak kovetkezménye, hogy
— mint azt Neumann hangsulyozta — modelljének egyértelmiien meghatarozott egyensulyi
tényezG6je nem mas, mint az

F(x, p) = pBx/pAx

alakban definialt profitfiiggvény nyeregpontja. Ha (o, X, p*) egyensulyi megoldas, akkor
rogzitett x* mellett az F(x*, p) fliggvény értéke a p* pontban veszi fel a minimalis, p* rog-
zitése esetében viszont az F(x, p*) fiiggvény az X" pontban veszi fel a maximalis értékeét,
éspedig mindkét esetben a-ot.

A megoldas unicitasa az egyensulyi tényez6 tekintetében ezért is fontos volt Neumann
szamara. (Ez kapcsolta dssze egyenstuly modelljét a kétszemélyes jatékok modelljével és a
termodinamikai potencialfiiggvényével.) A két tényez6 kozos egyensulyi értéke ugyanis
egyik oldalrol nem mas, mint az adott termelési-felhasznalasi egyiitthatok altal lehetévé
tett legnagyobb novekedési rata, masik oldalrol pedig a legkisebb megtériilési rata:

X(p) =max {\: 3x>0, Ix = 1, Bx > (I:\)(R + peem)x},
(@) =min {7 J x >0,1x =1, pB < (I+m)p(R + pcom)}.

Morishima az utdbbi két dsszefiiggéssel definialt fliggvényeket tekintette a felhalmozas—
fogyasztas, illetve a bér—profit atvaltasi frontvonalak megfeleldinek a fogyasztast exp-
licitté és valtozova tevd, akar dekomponalhatdé Marx—Neumann-modellek keretében is.
Mivel a KMT-feltételekkel definialta modelljét, ezért tobb egyenstlyi tényezdjii megoldas
létezése esetén a fenti két szélsérték kiilonbozik egymastol. A Morishima [1971]-ben ezt
a jelenséget ugy értelmezte, hogy a dekomponalhaté Neumann-gazdasagok esetében tobb,
»egymads ald rendelt” atvaltasi frontvonalat lehet értelmezni. Adott ¢ érték esetén A'(v) a
maximalis novekedési titemii, 7 () a minimdlis profitratdju frontvonal pontjat adja meg.
Morishima gy értelmezte, hogy ez utobbiak felelnek meg a neoklasszikus modell ,,opti-
malis atvaltasi”, illetve a ,,bér—profit” gorbéinek a Neumann-modell esetében, s igy nem
feltétleniil esnek egybe.

Morishima fenti értelmezése azonban tobb szempontbol is kifogasolhatd. Egyrészt, a
bér—profit atvaltasi frontvonalat Hicks definiciojatol eltéréen hasznalja. Hicksnél ugyanis
a profitrata mindig az adott bér mellett lehetséges legnagyobb, nem pedig a legkisebb
érték. Masrészt, mint lattuk, ¢-nek bdoven lehetnek olyan értékei, amelyek mellett van
ugyan megoldasa a Neumann-modellnek, de kdzgazdasagi szempontbdl értelmetlen: po-
zitiv realbér, nulla nominalis bérrata. Harmadrészt, ami a legkritikusabb észrevétel, tobb
megoldas esetén, mint lattuk, a minimalis profitratdji frontvonalhoz tartozé nomindlis
bérrata értéke eleve csak nulla lehet.

Mivel egy adott ¢ fogyasztasi szint mellett tobb egyensulyi « tényez0 is l1étezhet, s6t az
is el6fordulhat, hogy nem tartozik hozza kézgazdasagi szempontbdl értelmes megoldas,
ezért Bromek [1974] a fogyasztas szintje helyett a lehetséges egyensulyi tényezot tekintette
kiindulé paraméternek, és ezekhez kereste meg a fogyasztas elérhetd legnagyobb szintjét
(o — ¢ hozzarendelés). Mint lattuk, ha az LP2 programozasi feladatnak van megolda-
sa, akkor az egyértelmilen meghatarozza a fogyasztas, illetve realbér a paraméter adott
értékéhez tartozo legnagyobb szintjét (o), s6t az ahhoz tartozd egyensulyi tevékenység-
szintek (x*) és arak (p*) vektorat is. [gy o értékét parametrikusan véltoztatva, elvben tehat
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eléallithatjuk a két tényez6 kozotti atvaltasi viszonyt leird ¢(«) fliggvényt, amit a keresett
a(p) fliiggvény inverzének tekinthetiink. A o(a) fiiggvény értelmezési tartomanyat egy
kozgazdasagi szempontbdl trivialis feltevéssel adhatjuk meg.

11. MEGALLAPITAS. Az o paraméter adott értéke mellett az LP2 feladatnak pontosan ak-
kor 1étezik megoldésa, ha van olyan z > 0, amely esetén fennall a [(1/a)B — R] > ¢, illetve
(B — aR)z > ¢ egyenlétlenség. A [(1/a)B, R], illetve (B, aR) kibocsétéasi/raforditasi egyiitt-
hatokkal adott eljaras esetén tehat a fogyasztasi cikkek mindegyikébél keletkezhet egyide-
jlleg pozitiv végsd kibocsatas, ezért az ilyen eljarasokat c-produktivnak nevezhetjik.

Bromek ,,kopernikuszi fordulata” egy csapasra megoldotta a vitathatd problémakat. EI6-
sz0r, az atvaltasi hatargorbe igy értelmezett és nyert («, ) pontjai csak kdzgazdasagi szem-
pontbdl értelmes megoldasokhoz tartozé megoldasok. Masodszor, dsszhangban a vizsgalt
atvaltasi gorbék szokasos értelmezésével, az ezekben szerepld o egyensulyi tényez6 az adott
 fogyasztasi szint (realbér) mellett a lehetséges legnagyobb béviilési tényezd (profitrata),
¢s forditva. Harmadszor, az igy definialt egyensulyi felhalmozas—fogyasztas és a bér—profit
atvaltasi frontvonalak egybeesnek, eleget tesznek a Bruno-féle dualitési feltételnek.

Bromek kimeritéen jellemezte matematikai szempontbdl a ¢(«) atvaltasi frontvonalat.
Legfontosabb megallapitasait — néhany kiegészitéssel és kdzgazdasagi értelmezéssel meg-
fejelve — egy ujabb megallapitasban foglaljuk 6ssze. Ehhez fel hasznaljuk az dllando téke
nélkiilozhetéségének fogalmat.

DErINic1O. A termékraforditas, azaz az allando t6ke akkor és csak akkor nélkiilozhetd egy
Marx—Neumann-gazdasagban, ha az ujratermelés ezek felhasznalasa nélkiil is folytathato,
azaz létezik olyan o > 0 és x > 0, amelyek esetén teljesiilnek a Bx > (R + com)x mérle-
gegyensulyi feltételek, de ugyanakkor Rx = 0. B

Bizonyitas nélkiil kozoljiik Bromek legfontosabb eredményeit, amelyekbdl 1athatok a
Marx—Neumann-modell kdzgazdasagi szempontbdl értelmes megoldasaival definialt felhal-
mozas—fogyasztas, illetve az azzal egybeesd realbér—profitrata frontvonal tulajdonsagai.

12. MEGALLAPITAS. Legyen a munkaerd (a valtozo téke) nélkiilozhetetlen, és B1 > 0 egy
olyan Marx—Neumann-modellben, amelyben a fogyasztas szintje () valtozo paraméter.

a) A p(a) atvaltasi gérbe mindenhol értelmezett, €s monoton csokkend egy (0, o) 6sz-
szefiiggd tartomanyban, ahol o, végtelen, ha az allando téke nélkiilozhetd.

b) Az «, egyébként nem mas, mint a (B, R) egyiitthatokkal definialt Neumann-modell
azon legnagyobb egyensulyi tényezdje, amely esetén az egyensulyban pozitiv szinten el6-
allithato termékek indexeinek halmaza tartalmazza a ¢ vektor pozitiv elemeinek indexeit.

¢) Az atvaltasi gorbének véges szamu pontban lehet csak szakadasa, nevezetesen ott,
ahol a (B, R) egyiitthatokkal definidlt Neumann-modellnek egyensulyi megoldasa van, de
ez utobbi pontokban is folytonos alulrol.

d) A p(«) atvaltasi gorbe a végtelenbdl indul, és egy olyan nemnegativ értékhez tart, amely
0, ha o, benne van a fiiggvény értelmezési tartomanyaban (azaz annak felsd korlatja).

Ezek alapjan mar lathatjuk azt is, hogyan néz ki () atvaltasi gorbe inverz fiiggvénye,
a(yp). Itt az értelmezési tartomany mar nem Osszefiiggd, lehetnek benne szakadasi helyek.
Azok a ¢ értékek esnek ki, amelyek mellett a KM T-feltételekkel definialt Marx—Neumann-
modellnek van ugyan megoldasa, de az kdzgazdasagi szempontbol nem értelmes.

Ezeket a megallapitasokat Bromek egyszeri kéttermékes példajaval szemléltetjiik. Le-
gyenek az MN-modell paraméterei a kovetkezok:
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1 2 1/3 2/3 c
B= , R= c= m = (1, 1).
0 2 0 3/2 0

Ezen egyiitthatok esetén a mérlegegyensulyi feltételek a kdvetkezok lesznek:

X, +2x, > a[(13 + Ox, + (213 + o)y,
2x, > a3/2x,.

Ezekbdl lathato, hogy o <4/3, hax, > 0. Az els6 termék az egyetlen létsziikségleti cikk,
amit mindenképpen termelni kell, és aranak pozitivnak kell lennie ahhoz, hogy teljesiiljon
apc > 0 feltétel. Tehat p, > 0, ezért az elsé feltétel mindig egyenléség formajaban teljesiil.
Legyen x, + x, = 1, és fejezziik ki c-t az egyenlOségre atalakitott elsd feltételbdl:
(1+x,)3-)

3a '

Ebbdl lathatd, hogy adott v mellett ¢ értéke annal nagyobb, minél nagyobb x,, azaz

x, =1 ¢és x, =0, amikor is

2(3—
=2329)
3a
Lattuk ugyanakkor, hogy x, csak akkor lehet pozitiv, ha p < 1/3. Ahogy p értéke nulla-
bol elindulva nd, ¢ értéke a kezdeti 4/3-rol fokozatosan csokken és o = 4/3-nél 5/6 értéket
vesz fel. Itt valtas kovetkezik be, s amint « értéke meghaladja 4/3-ot, x, nullava valik, és

x, értéke 1 lesz. Ekkor
3—a
c=—
3’

c értéke tehat o = 4/3 ponton athaladva felére csokken, de mindaddig pozitiv marad, amig
a el nem éri 3-at. Az eredményiil kapott bér—profitrata (p = a — 1) hatarvonalat az 1. abran
lathatjuk.

1. abra
A realbér—profitrata hatarvonal

Fogyasztas—realbér
1.4

N33
AN

124N

1,0 -

08  0,8333

N -\
0.4 - 0,4167

0,2 4 \
0,0 Felhalmozas—profit

T T T T

T T
0,00 0,33 0,67 1,00 1,33 1,67 2,00

Az [. abran lathato, hogy p = 1/3 értéknél a bér—profitrata hatarvonalban szakadas all
be, jelezve, hogy nincs megoldasa a modellnek, ha ¢ értéke 5/6 és 5/12 kdzé esik.
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Kovetkeztetések

Foglaljuk 6ssze fontosabb kovetkeztetéseinket! Kemeny—Morgenstern—Thompson [1956]
a modelljének altalanositdsa soran megsziintette Neumannak a vizsgalt gazdasag nem
dekomponalhatd voltat eredményezd feltevését, és ezzel egyiitt a modellnek az egyen-
sulyi tényez6 tekintetében megmutatkozoé unicitasat. Ezzel Neumann modelljének olyan
alapvetd tulajdonsagait irtak feliil, amelyek tobb lényeges vonatkozdsdban megvaltoztat-
tak eredeti tartalmat. Nemcsak a Neumann altal fontosnak tartott jellemzdok (nyeregponti,
jatékelméleti, termodinamikai kapcsolat), hanem a modell olyan kézgazdasagi jelentése és
értelmezhetdsége tekintetében is, amelyekre Neumann valdszintileg nem is gondolhatott.

Mar csak azért sem, mert modelljében dsszevontan szerepeltette a termeld- és személyes
fogyasztast, igy nala nem volt értelmezhet6 dnalldan a fogyasztas értéke sem. Morishima
a modell tovabbi, a fogyasztast expliciten megjelenité Marx—Neumann-modellhez veze-
td altalanositasa soran viszont arra nem figyelt fel, hogy a dekomponalhaté modellekben
megjelend tobbszords megoldasok — a legnagyobb boviilési tényezdvel rendelkezd kivéte-
lével — kdzgazdasagi szempontbdl értelmetlenek, mivel azokban a fogyasztas értéke nulla.
Igy barmennyire is érdekesek és eredetiek matematikai szempontbol az egymas ala rendelt
novekedési palydkra vonatkozd elemzései, kdzgazdasagi szempontbol azok teljesen ér-
telmezhetetlenek, és igy nincs sem alapja, sem indoka a fogyasztas—felhalmozas és bér—
profit frontvonalak Morishima-féle atértelmezésének sem.

Végiil is, Bromek korrigalta a fenti frontvonalak Morishima-féle biralhaté értelmezését,
s ravilagitott a jelentkezd problémak matematikai természetére, de adoés maradt a kozgaz-
dasagi kovetkeztetések levonasaval, és a KM T-feltevések feliilvizsgalataval. Talan részben
éppen ez magyarazza, hogy dolgozata szinte visszhang nélkiil maradt (a scholar.google-
ban csak két-harom hivatkozas talalhato ra).

A szakmai kdzvélemény tehat tovabbra sem vesz tudomast a Neumann-modell altalano-
sitasaval kapcsolatos anomaliakrol és azok helyes megoldasarol. Mindennek a valodi oka
az, hogy a modellel foglalkoz6 kivalé matematikusok nemcsak a kdzgazdasagtan ,.,tapasz-
talati forrasaitol” (Neumann) keriiltek tavol, de magatol a kozgazdasagtantol is, figyelmiik
megrekedt a matematikai konstrukciok €s problémak elemzésénél.
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