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ABEL ISTVAN-DOBOS IMRE

Brody Andras gazdasagiciklus-elmélete

Brody Andras kutatasainak egyik kozponti témakore a gazdasagi mozgas vizsgalata
volt. irasunkban Brédy elméletét kivanjuk roviden attekinteni és osszefoglalni. A
termelés sokszektoros leirasa egyben arelméletét (értékelméletét, méréselméletét)
is keretbe foglalja. Ebben a keretben a gazdasagi mozgas oOsszetett ingadozasa
technoloégiai alapon elemezhetd. Brody megkézelitésében a gazdasagi ciklust nem
kiils6 megrazkédasok magyarazzak, hanem a termelési rendszer bels6 aranyai és
kapcsolatai. A termelési strukturat az arak és a volumenek egyforman alakitjak, ezek
koz6tt nincsen kitlintetett vagy dominans tényez6. Az arak és a volumenek a koztiik
lévé dualis kapcsolatban alakulnak ki. A gazdasag mozgasegyenleteit technolégiai
mérlegdsszefiiggések, valamint a piaci csere Utjan a gazdasagban Gjraelosztasra
(Gjratermelésre) keriil6 termékek felhasznalasa és az eszkdzlekétés valtozasa irja
le. Az igy meghatarozott mozgasegyenletek a gazdasag természetes mozgasat cik-
lusmozgas alakjaban irjak le. A technolégia vagy az értékviszonyok megvaltoza-
sa (sokkok) a gazdasag ciklikus mozgasanak megvaltozasaban tiikr6z6dik. Brody
munkaiban technoldgiai megalapozast nyer a térténelembdl ismert szamos jelleg-
zetes gazdasagi ciklus.*

Journal of Economic Literature (JEL) kod: D46, E32.

Az input-output elemzésrol

Az input-output elemzés elméleti és kvantitativ modszereinek kifejlesztésében jatszott ut-
tord szerepéért Wassily Leontiefnek 1973-ben itélték oda a kdzgazdasagi Nobel-dijat. Az
input-output elemzés elméleti és gyakorlati alkalmazasai terén szamos magyar kozgazdasz
ért el nemzetkdzileg elismert eredményeket. Augusztinovics Maria (gazdasagpolitikai al-
kalmazas), Brody Andras (cikluselmélet), Kornai Janos és Martos Béla (vegetativ szaba-
lyozas), valamint Simonovits Andras (sztochasztikus inverz) mellett még szamos magyar
kozgazdasz munkajat joggal emlithetnénk itt. Az input-output elemzés ma nem divatos
aga a kozgazdasagtannak, de szadmos eleme beépiilt mas teriiletek modszereibe.

* A szerzOk Brody Andras tanitvanyanak valljak magukat, bar tanulmanyaik idején Brody-tantargy nem Iéte-
zett. A hetvenes évektdl kezdédéen Andras alkalmanként eléadott a Rajk Laszlo Szakkollégiumban, ahol egy-egy
Onképzokori kurzus az 6 munkai koré szervez6dott. Kiterjedt és onzetlen mentori tevékenysége sok fiatal szamara
¢letre sz016 élményt jelentett. Személyes kapcsolatunk Andrassal régre datalodik, és élete utolsd szakaszaban is-
mét intenzivebbé valt. Ezt az irdsunkat még félkészen lathatta, de szerényen értésiinkre adta, hogy tulzottnak tartja
jelentdségének emlegetését és a munkaira valo hivatkozast. Az eredményeket tartotta fontosnak nem a személyt.
A tudomanyt szolgalta, személyes érdek nélkiil, deriivel, makacs szenvedéllyel.

Abel Istvan habilitalt egyetemi tanar (Budapesti Corvinus Egyetem) és tandcsadd (Nemzetkozi Valutaalap,
Washington).
Dobos Imre egyetemi docens (Vallalatgazdasagtan Intézet, Budapesti Corvinus Egyetem).
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Ez a megkdzelités a gazdasagot egy olyan komplex rendszerként kezeli, amely sok egyen-
rangu elembdl all, és ezek kdlesonhatasain keresztiil vizsgalja a gazdasag mozgasat. Ez a
konstrukcio dsszekapcsolja a mikroadatokat €s a nemzetgazdasagi szamlarendszert, az el-
méletet €s a gazdasagpolitikai hatasvizsgalatot. Az input-output megkozelités eléfutaraiként
Quesnay Tableau Economique-jat (1758—1759), Marx ujratermelési sémadit és Bortkiewitz
transzformdcids problémara adott megoldéasat szoktak emliteni. Ezek az el6dok azonban
egy-egy specifikus kérdés vizsgalatara szoritkoztak, mig Leontief érdeme, hogy az input-
output elemzést univerzalis eszkdzzé fejlesztette (Baumol—Raa [2009]). Sok gazdasagi
probléma elemzésénél ma is az input-output elemzés tekinthet6 az egyik alapveté modszer-
nek. Raa [2005] harom kérdéskort emel ki ezek koziil. Az egyik a gazdasagi teljesitmény,
a hatékonysag ¢s a termelékenység Osszetevoinek mérése és elemzése tobbszektoros meg-
kozelitésben. A masik a gazdasag komparativ elényeinek 0sszevetése mas orszagokéval
a kiilkereskedelem szerkezete tiikrében. A harmadik kérdéskor a gazdasagi teljesitmény
alakulasanak jellemzdi nem szorosan vett gazdasagi korlatok, példaul kérnyezetvédelmi
megfontolasok tiikkrében.! Ebben az irasban az input-output elemzés modszerei témakorén
beliil egy negyedik teriiletet tekintiink at. E negyedik teriiletet jorészt Brody Andras térké-
pezte fel, és szamos kérdésében ttord jelentdségli eredményt ért el. Ez a negyedik teriilet a
gazdasagi ciklus és a gazdasag tobbszektoros mozgasjellemzdinek elemzése.

A gazdasagi ciklus kérdései Brody Andras munkaiban kiemelkedd helyet foglalnak el,
Ciklus és szabalyozas cimii miive a ciklust egy Leontief-tipust gazdasag modelljével irja le
(Brédy [1980]).2 Ebben integralja az input-output modellek széles korii eredményeit, Gssze-
kapcsolva azokat olyan dinamikus indittatasu megkdzelitésekkel, mint példaul Goodwin
[1967] sokat idézett ciklusmodellje. Brody modellezési mddszerei és elméleti rendszere
gyakran tamaszkodik a természettudomanyok matematikai konstrukcioira, és ebbe a kép-
be illeszkedik a Goodwin-modell strukturaja is, amely a természettudomanyokbol ismert
Lotka—Volterra-differencialegyenleteket alkalmazza. Brody masik jelentds 6sszegzd miive
mintegy negyedszazaddal késdbbrol visszanézve gytijti egybe a ciklussal kapcsolatos vizs-
galodasainak eredményeit (Brody [2004]). Erre a szintézisre leginkabb az jellemz6, hogy a
gazdasagi ciklust (mozgast) egyfajta invariancia (megmaradasi) elv keretében elemzi. Ezt
a mozgast — konkrét esettdl fiiggéen — 1étrehozhatja a rendszer szerepldinek alkalmazko-
dasa valamilyen optimalizalds (nyereségmaximalas vagy raforditasminimalas) kozegében,
de kialakithatja a szereplok mindenféle szandékatol teljesen fliggetleniil érvényre jutd piaci
mozgas is. Brody mindkét lehetOséget egyarant vizsgalja, és variacios elvekre tamaszkodo
leirasa mindkét esetben egyarant alkalmas elemzési keretnek bizonyult. Ez az abrazolas
a variacios elvekkel és az els6 integral 1étezésével hozza 6sszefiiggésbe a gazdasagi rend-
szereket mozgatd erdk hatasanak jellemzoéit, a ciklikus mozgast eredményezd tényezdéket
(Brédy [1997], [2000], [2002], [2007], Brédy—Abel [2010]).

Ebben az irasban Brody kozgazdasagtananak egy szeletét tekintjiik at, egy egyszerii
¢és egységes keretbe foglalva Brody sokiranytl munkéjanak vissza-visszatéré motivumat,
a gazdasagi mozgas elméletét. Ez a vallalkozas sziikségképpen leegyszerisiti az eredeti
gondolatok sokszintiségét, nem képes visszaadni Brody gondolatainak gazdag elagazasait,
tovabbi kutatasi irdnyokat megnyit6 perspektivait.

' A modszer alkalmazaséara jo példa az energiamegtakaritast eredményez6 eljarasok értékelése. A muszaki
Osszehasonlitasok gyakori hibéja, hogy csak a kozvetlen energiaigényt vetik dssze, és az igy adodo kisebb energia-
felhasznalassal azonositjak a megtakaritast. Pedig altalaban igaz, hogy az alacsonyabb koézvetlen energiafelhasz-
nalast lehetévé tevd technologia olyan berendezéseket hasznal, amelyek el6allitasa energiaigényes, arrdl nem is
beszélve, hogy a berendezések eldallitasahoz felhasznalt mas termékek és szolgaltatasok szintén energiat igényel-
nek, és igy tovabb, a termelési folyamat 9sszes tobbi allomasan felhasznalt energiat is figyelembe kellene venni az
értékeléshez. Ezt az Osszetett értékelési eljarast teszi lehetdve az input-output modszer alkalmazésa.

2 Kornai—Simonovits [1981] alapos és kritikus konyvismertetése tagabb keretbe helyezi Brody e fontos miivét.
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Bar az altalunk itt bemutatott matematikai struktira szamos elemében egyszertibb, mint
amit Brody maga alkalmazott, de ezt az egyszeriibb strukturat tigy terjesztjiik ki, hogy ha
nagy vonalakban is, de atfogja a Brody-féle elmélet minél tobb teriiletét. Az irdsunkban
alkalmazott matematikai targyalas masik torekvése az, hogy a megoldashoz sziikséges ma-
tematikai szélsdérték-feltételeket is részletesen bemutassuk. Ezek teljestilése altalaban nem
trivialis, bar a feltételek kozgazdasagi tartalma szempontjabol gyakran eleve teljesiiltnek
feltételezhetok. Brody kutatdi modszerét két vonasa alapjan szoktak elismeréssel értékelni.
Az egyik a mély kozgazdasagi intuicio ereje, ami a matematikai targyalasmodjat minden-
hol jellemzi. A masik a matematika alkalmazasaban megnyilvanuld Gtletessége, ahogy a
nehezen kezelheté bizonyitasokat atvagja vagy mell6zi.> Szamos kritikusa ugyanezeket
a vonasait ostorozta. E két tabor vitdja még nyilvan eltart egy darabig. Cikkiink nem ehhez
kivan hozzéaszolni. Dobos [2007] Brody kozgazdasagtananak matematikai konstrukcidit a
matematika oldalarol vette goreso ala, és egészitette ki a modellek értelmezését a matemati-
kai konstrukcio altal indokolt feltételek bemutatasaval. Ezek a kiegészitések megerdsitették
Brody eredeti konstrukeidit, és ebben az irasban is ezt a kibdvitett konstrukciot alkalmaz-
zuk. Hangsulyoznunk kell azonban, hogy ez a valtoztatas csak formailag tlinik kib&vités-
nek. A targyalas attekinthet6bbé tétele érdekében helyenként leegyszertiisitve értelmezziik
Brody eredményeit, 6sszevonva a nala elkiiloniilten kdzreadott eredményeket is.

Brody gazdasagi mozgéasegyenleteinek leirasahoz kétféle tipusu egyenleteket alkalma-
zunk. Az egyik egyenlettipus egy tevékenységi vagy technoldégiamérleg, amit lehet bizonyos
megszoritasokkal vallalati mérlegként is értelmezni. A technoldgiai vagy vallalati mérlegilink
Osszeallitasanal az idészak végi mérlegfoosszeget Gigy hatarozzuk meg, hogy az idészak kez-
déértékéhez hozzaadjuk az el6z6 id6szaki eszkdzok atértékelésébol szarmazo ,,jovedelmet”
(készletatértékelés), valamint a tevékenység idészaki nyereségét. A masik tipust egyenletek
a termék piacan a kereslet és a kinalat 6sszevetése szerinti armeghatarozasra vonatkoznak.
Ezeket az 6sszefiiggéseket viszonylag egyszerii matematikai eszkdzokkel megragadni.

El0szor a matematikai leirast mutatjuk be, majd az igy adodo differencialegyenleteket ele-
mezziik. Az ezt kdvetd részben egy numerikus példan ismertetjiik a probléma megoldasat és
a megoldas tulajdonsagait. Foglalkozunk azzal, hogy miként alakulnak technoldgiai innova-
cid esetén a gazdasag palyai, vagyis ha a technologiai egytitthatok csokkennek — azaz milyen
tovagylrliz6 hatdsa van annak, ha egységnyi termék kibocsatasdhoz kevesebb termékre van
sziikség, valamint ha az eszk6zigényesség valtozik. Mivel a mozgasegyenletek matematikai
elemzése tul koriilményes lenne, a szimulacios szamitasokbdl adodo palyak dsszehasonlita-
saval elemezziik a gazdasag viselkedését. Végiil 6sszegezziik az eredményeket.

A modell leirasa

Brody gazdasagi mozgaselméletének (gazdasagi ciklus elméletének) bemutatasahoz kere-
tiil szolgaldé modellben a kdvetkezd jeloléseket alkalmazzuk:

a; — az i-edik vallalat foly6 raforditasi vektora, oszlopvektor,

b, — az i-edik vallalat eszkozlekotési vektora, oszlopvektor,

3 Brody egyik nemzetkozileg talan legismertebb eredménye az tgynevezett Brody-feltétel megfogalmazasa
amely a Leontief-modell dinamikus inverzének 1étezését biztositja (lasd Brody [1974] 153. o., Raa [2010] 173. 0.).
E felfedezése jol szemlélteti munkamodszerét. Brody lényegében a folyo raforditasok 4 matrixa és a téke B matrixa
kozotti kozgazdasagi dsszefliggést irja le amortizacio jellegli kapcsolat formajaban. Ha e feltétel nem teljesiil, a di-
namikus inverz létezése nem garantalt (sziikséges feltétel), de Brody ennek az 6sszefiiggésnek a matematikai bizo-
nyitasaval mar nem foglalkozik, ¢és a rola elnevezett feltétel hatokorének feltérképezése is hidegen hagyja. Azt sem
vizsgélja, hogy az altala megfogalmazott feltétel matematikai értelemben sziikséges-e és/vagy elégséges-e. Meg-
elégszik azzal, hogy az kozgazdasagilag jol értelmezhetd (indokolt), és matematikailag elfogadhatéan miikodik.
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af — aj-edik piac vallalata raforditasi egyiitthatoéinak vektora, sorvektor,

b/T — aj-edik piac vallalatai eszkozlekotési egylitthatoinak vektora, sorvektor,

x,(?) — az i-edik vallalat nem negativ termelési szintje a f-edik iddpontban,

x(f) — gazdasag nem negativ termelési szintjének vektora a f-edik idépontban,

p,(t) — a j-edik termek nem negativ ara a ¢-edik id6pontban,

p(t) — a gazdasag nem negativ arvektora a t-edik idépontban.

Eszkozlekotésen itt mindenféle dllomany (stock) jellegti tényezdt, készletlekotést, allo-
eszkoz-lekotést stb. értliink. A raforditasi valtozokat is altalanosan kell értelmezni, min-
denféle aramlas (flow) jellegli tényez6 belefoglalhato.

E jelolésekkel egy dinamikus Leontief-modellt szerkeszthetiink. Egyszerusités célja-
bol tegyiik fel, hogy minden egyes terméket egy tevékenység allit eld, és ezt egy erre
kizarélagosan szakosodott vallalat testesiti meg. Hasonloképpen tegyiik fel, hogy minden
terméknek van egy piaca ahol a felhasznalok kereslete és a termékbdl rendelkezésre allo
mennyis€ég meghatarozza az arat. E feltételezés azt is jelenti, hogy lényegében a vizsgalt
gazdasagi egység foglalja magaban az adott termék termelésének és az elosztasanak (for-
galmazasanak) teljes tevékenységét. Ezen beliil nem vizsgaljuk, hogy ennek a bonyolult
tevékenységnek a megszervezése milyen belsd szervezeti egységekben torténik, és milyen
viselkedési szabdlyokat kovet. Ez lehetne akar egyfajta szabad versenyre alapuld nyitott
szervezet, de lehet monopolisztikusan zart futdszalagszerti falanx is. Az egy termék—egy
technologia erds feltételezés, realitasa vitathato, de kozismert az is, hogy e feltételezés a
targyalas egyszerusitése miatt torténik. Feloldasara szamos mddszer alkalmazhatd lenne,
de ugy itéljiikk meg, hogy az ilyen iranyu valtoztatasok felesleges technikai bonyodalmakat
okoznanak. Példainkkal az elméletet kivanjuk szemléltetni.

Ebben a felfogasban tehat minden egyes i-edik vallalat brutto kibocsatasa x,(f), amihez
ax(f) mennyiségli mas (i-edik) termékeket (vagy szolgaltatast, egyszoval barmiféle fe-
vékenységet) hasznal fel, amit az i-edik termék piacarol szerez be (ne feledjiik, hogy az i
index itt 1-t6l n-ig futd indexet jeldl, hiszen a, oszlopvektort jelol). A termeldkapacitasok
valtoztatasahoz ugyanakkor b,x, (f) termékmennyiséget kell beszereznie az i-edik termék-
bél, és ezt a bovités keretében lekotnie.

Tegyiik fel azt is, hogy a termékek piacain (vagyis a piacon) kialakul minden id6pontban
egy p(f) arrendszer. Az arak kialakuldsdnak mechanizmuséval itt csak érintélegesen fog-
lalkozunk, a modellbél eredményként adodo arrendszer tehat a mar emlitetthez hasonléan
tobbféle viselkedési vagy szervezeti jellemz6 végeredményeként is értelmezhetd lenne.
A modell csak az arak valtozasi iranyait befolyasold tényezdket jeleniti meg a talkereslet
vagy a tulkinalat er6i altal mozgasba hozott alkalmazkodasi folyamat keretében.

Mivel a technoldgiakat a vallalatokkal azonositjuk, ezért feltehetjiik, hogy rendelkeznek
szamviteli mérleggel. A mérlegben a vallalat rendelkezésére allo eszkdzoket szerepeltetjiik
minden idépontban. A vallalat vagyonat a rendelkezésre allo kiilonféle vagyontargyak, aruk
¢és anyagok stb. 6sszessége adja meg, amit az adott arrendszeren értékeliink: p(9)bx(¢).

A gazdasag mozgasat két (egymassal dualis kapcsolatban 1év0) szemléletben vizsgaljuk.
A tevékenységre koncentrald szemlélet a tevékenység hozam- és raforditasalapi mérését
(értékelését) vizsgalja, mig a piacra koncentrald szemlélet a keresleti és kinalati viszonyok-
nak a termékértékelésre (mérésre) gyakorolt hatasait elemzi.

A tevékenység mérése (értékelése) hozam és raforditas alapjan
A vallalati vagyon értéke a termelés eredményeként megvaltozik. A megtermelt termék

azonnal vagyontarggya valik, noveli a készletet [p(¢)x,(7)], a termeléshez felhasznalt aruk
megsemmisiilnek [ p(H)a;x,(?)], vagyis csokkentik egy idépontban a vallalat vagyonat. E két



12 Abel Istvan—Dobos Imre

tétel kiilonbsége, vagyis a vagyonvaltozas a vallalat nyeresége adott arrendszerben mérve:
pOx,(t) — p(Hax,(f). Mivel az arak is valtozhatnak, ezért az arvaltozas is befolyasolja a
vagyon nagysagat (¢és valtozasat). Ha az arak emelkednek, az a szamviteli vagyont ndveli,
mig az drcsokkenés csokkenti azt. E valtozast jeloli: p(¢)b,x, (). E vagyonvaltozasi ténye-
z0k Osszegzéseként adodik a kovetkezd egyenlet [pontosabban egyenletek (i =1, 2, ..., n).
termékekre/technologiakral:

d . .
E{p(t)bixi (t)] = {pi (O)x,(1)— p(t)aixi(t)} + p(D)bx, (1), i=12,...,n).
Ebbdl atalakitas utan kapjuk a kovetkezo egyenleteket
pbx, (1) = p,()x,()— p(Dax, (1), (=1,2,...,n).
Ezeket az egyenleteket atrendezve, a kovetkezo differencialegyenleteket kapjuk:

p,(t)— p()a,
p@D)b,
Az (1) alaku egyenletek azt fejezik ki, hogy az adott termék termelési szintje, vagyis

a vallalat termékének kinalata linearisan novekszik, és a pillanatnyi novekedési iitem,
P —p)g,

p(O)b,
kindlatanak valtozasi titemét az adott arakon mért profitrata hatarozza meg.

() = X, (=12, ..,n). (1)

vagyis nem mas, mint az egységnyi vagyonértékre jutd nyereség. 4 termék

A termék értékelése (mérése) a piacon a kereslet és a kindlat dsszevetésében.

Most a termelés (tevékenység) helyett a termék piacara forditjuk a figyelmiinket. A piacon
a kereslet és a kinalat az aralakulas meghatarozoi. Vegyiik a j-edik piacon 1évd termékto-
meg értékodsszegét meghatarozo tényezoket.

A gazdasdgban a j-edik termék iranti kereslet két f6 elembdl tevodik dssze. Egyrészt
a foly6 raforditasok, azaz a termeléfelhasznalas p, (t)af x(#) mennyiséget igényel. Ezen
tilmenden a termelés bovitese tovabbi p, (t)b/.T)'c(t) mennyiséget igényel (vagy szabadit fel,
amennyiben nem boviil, hanem sziikiil a tevékenység). E kereslettel szemben kinalatként a
piacon p,(f)x,(f) mennyiség all szemben. Ha a pillanatnyi kereslet meghaladja a pillanatnyi
kinalatot, akkor ez az adott termék aranak emelkedésével egyensulyozodik ki. Az aralkal-
mazkodassal egyiitt az adott termékbdl a gazdasag kiilonféle tevékenységeiben (vallalatai-
ban) lekotott vagyon is valtozik (az egyenlet bal oldalan) a kovetkez6 osszefiiggés szerint:

d . .
P x(0)]= p,(0a] O+ p OB O = p, (%, (=12,
Atalakitas utan azt kapjuk, hogy

P OB x(0) = —p,()x,()+ p,(Da"x(1), (=1,2,....m)

amibdl a kovetkezo differencidlegyenletek allnak el
x;(1)— a;x(t)

== BT x(1)

PO (=12, ...n) @)

x;(0)— afx(t)

A (2) rendszerben az arvaltozast —a — -
b; x(t)

hanyados vezérli, ami az egységnyi
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tokelekotésre juto tobbletterméket jeloli. Az arak csdkkenésének iiteme megegyezik a tébb-
lettermék/tokelekétés hanyadossal.

Ezzel a két részbdl allo (1)—(2) differencialegyenlet-rendszerrel lehet tehat leirni a gaz-
dasag miikodését. A tevékenységek raforditasi és hozamjellemzdi alakitjak az aktivitasi
szintek dinamikajat az (1) 6sszefiiggés szerint, a piacon a kereslet és kinalat eltérése pe-
dig az arak valtozasat szabalyozza a (2) szerint. Ebben a gazdasagban tehat van 2n darab
ismeretleniink, vagyis a termelési szintek ¢€s az arak, valamint ugyanennyi egyenletiink,
igy a differenciadlegyenlet-rendszer egyértelmiien megoldhaté. E feliras altalanosabb ke-
retbe foglalja a Brody [1980] altal javasolt ciklusmodellt, és nagy hasonldsagot mutat a
Goodwin-modellel (Goodwin [1967]).

Broédy modellje

Brody modellje az (1)—(2) differencidlegyenletek egy egyensulyi vagy alapmegoldasa-
nak tekintheté. Ezt a kovetkezékben mutatjuk be. Brody modellje a (3) és (4) sajatérték-
feladattal ekvivalens:

x = Ax + ABx, 3
és
p =pA + A\pB, @)

ahol az 4 és B matrixok az el6z6 részben hasznalt termeléfelhasznalas és a tokelekotés
egyitthatoit adjak meg matrixalakban. A (3) és (4) sajatérték feladatok megegyeznek a
korabban mar Brody [1974] altal kiterjedten vizsgaltakkal, de szingularis B matrix esetén
is 1étezik a (3)—(4) rendszernek megoldasa (lasd Dobos [2007]). Tegyiik fel, hogy 1étezik a
(3)—(4) rendszereknek pozitiv (\,, x,, p,) megoldasa. Ezt garantalja példaul, ha feltételez-
ziik, hogy az 4 matrixnak Iétezik nem negativ Leontief-inverze. Ekkor a

%x:(I—A)*‘Bx

sajatérték-feladatra lehet visszavezetni a (3) rendszert, és a Perron—Frobenius-tételek miatt
létezik a nem negativ sajatérték és sajatvektor (Kreko [1976]).

A (3)—(4) alakban felirt Brody-modell tehat az (1)—(2) differencialegyenletekkel felirt
modell egy specialis esete, amikor a gazdasag kiegyensulyozott ¢és allando novekedési
palyan halad (Neumann-sugar).

Most térjiink vissza az (1)—(2) alakban felirt modell viselkedési jellemzdinek bemuta-
tasahoz!

A modell néhany tulajdonsaga

Az (1) és (2) tipusu differencidlegyenletek explicit megoldasa analitikusan lehetetlen, ezért
a tovabbiakban inkdbb a numerikus megoldasbdl probalunk néhany tulajdonsagot levonni.
Mindezekkel egylitt azonban trivialis esetben az egyenletrendszer megoldasa megadhato.
El6szor a modell trivialis megoldasait foglaljuk 6ssze.

1. TULAIDONSAG. Specidlis esetként a dinamikus Leontief~-modell adddik.

A modell nem negativ megoldasa: x(t) = e"'x, és p(t) = e ™ p,, ha a differencialegyen-
let-rendszer kezdeti értéke a (3)—(4) sajatérték feladat nem negativ megoldasa, ahol a kez-
deti érték



14 Abel Istvan—Dobos Imre

x(0)
p(0)

A tulajdonsag belatdsa nem okoz nehézséget. Helyettesitsiik a javasolt megoldast az
()—(2) differencialegyenlet-rendszerbe. Mivel az exponencialis kifejezéssel egyszerusite-
ni lehet, és a sajatérték feladatot kapjuk vissza, ezért az allitas teljesiil.

A tulajdonsag arra utal, hogy ebben a specidlis esetben az (1)—(2) differencidlegyenlet-
rendszer megoldasa lényegében megegyezik a linearis

x(t) = Ax(t) + Bx(t) ®)

%o

po.

és
p)=p()A—p(t)B (6)

differencialegyenlet-rendszer nem negativ megoldasaival, vagyis a klasszikus dinamikus
Leontief-modellel.

2. TULAIDONSAG. Az dltaldnos megoldas pozitiv.

Az (1)—(2) rendszer megoldasa pozitiv, ha a kezdeti értékek a mennyiségekre és arakra
pozitivak.

Itt Iényeges megszoritds, hogy a kezdeti értékeknek pozitivaknak kell lenniiik. A tulaj-
donsag belatasahoz irjuk fel az egyszeriiség kedvéért az i-edik mennyiségre az (1) diffe-
rencialegyenletet a kovetkez6 formaban:

x,(t) _ p,()— p(t)a,
x(0) p(0b,
Ennek a megoldasahoz a kovetkezo egyenléség segit hozza

O] _ - pa,
dt p)b,

vagyis a megoldas
(G

50 =x0e" """

Innen pedig kdvetkezik, hogy a megoldas pozitiv, mivel az exponencialis fiiggvény csak
pozitiv értékeket vehet fel.

A tobbi tulajdonsagot analitikusan nem lehet bizonyitani, ezért a numerikus megoldast
hivjuk segitségiil. A megoldast a MathCad programcsomag alkalmazasaval allitottuk el6.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy a probléma kezdeti értéke nem fekszik az egyensulyi
aranyos palyan, azaz a Neumann-sugaron.

A termeldfelhasznalas 4 matrixat, és a készletigényesség B matrixat az alabbi 3 x 3-as
matrixok reprezentaljak:

0,1 0,3 0,2 0,01 0,03 0,02
A=0,5 0,2 0,4, B=[0,05 0,02 0,04|
0,2 0,4 0,5 0,07 0,06 0,01
A kezdeti értékek a mennyiségre és arra:
0,1 0,1
x(0)=10,1|,  p(0)=]0,1|. @)
0,1 0,1

A rendszeriink egyensulyi aranyos palyaja (Neumann-sugar):
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0,375 0,493
xN([) =10,612|e"*% pN(t) — 10,554/ 0404
0,696 0,671

ahol az egyensulyi névekedés liteme A, = 0,404, és az egyensulyi termelés szintjének vek-
tora és az arvektor:

0,375 0,493
x,=10,612,  p,=|0,554|
0,696 0,671

Ez utobbiak a megoldasai a (3)—(4) sajatérték feladatnak. Szamitasainkban a megoldast
haroméves tervezési horizontra allitottuk €el6, azaz ¢ € [0, T ], ahol T = 3.

Oldjuk meg numerikusan az (1)—(2) differencialegyenlet-rendszert a (7) kezdeti értékek
mellett. A megoldast nem mutatjuk meg a teljes termelési szintre és az arrendszerre, csak
az els6 terméket valasztottuk ki [x,(¢)]. Ennek az az oka, hogy a tobbi termékre is hasonlo
gorbéket kapunk megoldasként. Az /. dbran a folytonos vonal az elsd termék termelési
szintjének paly4jat mutatja.

Az édbran szaggatott vonallal jeloltiik az (5) dinamikus Leontief-modell megoldésat a
(7) kezdeti érték mellett |x;" (t)]. A szaggatott vonal tehat az elsé terméknek a Neumann-
sugar mentén ad6do palyajat mutatja. Szembe6tld, hogy az abran folytonos vonallal jelzett
(a nem egyensulyi kiindulasbol kapott) megoldas altal leirt ciklikus palya kézepe nem a
Neumann-sugar, hanem annal gyorsabb atlagos ndvekedést mutat.

A 2. abran az arak mozgasat mutatjuk be.

A szaggatott vonal ebben az esetben is a dinamikus Leontief-modell armegoldasat
mutatja, amit p/ (¢) jeldl, mig p,(¢) elsé vallalat ara, amely a (6) differencialegyenlet-
rendszer megoldasaként adodik. Az 1. és 2. abra alapjan megallapithatjuk, hogy az
(I)—(2) differencialegyenlet-rendszer megolddsa a Neumann-sugar mentén ciklikus
mozgast végez. Ezt a 3. tulajdonsagban mondjuk ki.

1. abra 2. abra
Az els6 termék termelési szintje és Az elsd termék armozgasa és
a dinamikus Leontief-modell megoldasa a dinamikus Leontief-modell ara

x(0) —e= X0 — 0 ——= PO

3. TULAJDONSAG. 4 mozgds, ha a Neumann-sugdrnak megfeleld palyatdl eltér, ciklikus.

Az (1)—(2) egyenletekkel leirt gazdasag ciklikus mozgast végez a termelési szintek és az
arak tekintetében is, amennyiben nem a Neumann-sugarnak megfelelé egyenletes ndveke-
dési palyardl indul (és azon is marad) a gazdasag.
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Ezt a tulajdonsagot nehéz bizonyitani, de a szimulaciok alatamasztjak. A palya, amelyet
befut a gazdasag, nem stabil, nem tart a Neumann-sugarhoz. Az arak, mivel csokkenek,
igen, azonban a termelési szintek egyre nagyobb amplitidoval lengenek ki az egyensulyi
aranyos palya mentén.

Két kérdést tesziink még fel, amelyet szampéldankra tdmaszkodva valaszolhatunk meg.
Az egyik kérdés az ar- és a termelési ciklus szinkronitasaval kapcsolatos. Egy tevékenység
vagy vallalat palyajat tekintve, az arak és a termelési mennyiségek azonos ciklust futnak-e
be, vagy késleltetés van kozottik? A masik kérdés az egyes tevékenységek/vallalatok cik-
lusainak egyiittmozgdsara vonatkozik. A vallalatok azonos ciklusban mozognak-e, egy-
szerre nének és csokkenek, vagy van kozottiik faziskésés?

Az els6 kérdésre a valaszt a 3. dbra segitségével szemléltetjiik. Elegendd csak egy val-
lalatot kivalasztanunk az elemzéshez, mert a tobbi vallalat palyaja is hasonlo gorbét ir
le. Az abran lathato, hogy interferencia van az arak és termelési mennyiségek kozott. Az
arvaltozast koveti a termelési mennyiségek valtozasa. Itt a valtozast a lokalis maximumok
¢s minimumok egymasutanisagaként ragadhatjuk meg.

A masodik feltett kérdésre a valaszt a 4. abra vizsgalataval valaszolhatjuk meg. Az arak dssze-
vetése hasonl6 képet mutatna, ezért most annak a bemutatasatol eltekintlink. Az abran az lathato,
hogy két vallalatnal a ciklus teljesen ellentétesen alakul, de gy, hogy a ciklusok cstcspontjai
egybeesnek. A harmadik vallalat hol az egyik, hol a masik vallalat névekedési ciklusat koveti.

3. abra 4. abra
Egy vallalat arainak és termelési A gazdasag termelési szintjeinek
mennyiségeinek osszevetése Osszehasonlitasa

I

/
p=
i A=2\n

I \
- 1
N\
7 A,
. l‘v\ 4
7
- _/ £
—"’
o N
7/ /. "\/ \/
\ \ N

T T T T T t

xll(t) -== %0

x,(0) --- p®
A két kérdésre adott valaszt a kovetkez6 tulajdonsagban foglalhatjuk dssze.

4. TULAJDONSAG. 4 ciklikus jellegii drvaltozast faziskéséssel koveti a termelés ciklikus ala-
kuldsa.

A gazdasagi ciklusokban a vallalatok arvaltozasat késéssel koveti a termelési mennyi-
ségek valtozasa. A termelési szintek ciklikus valtozasa soran bizonyos vallalatok éppen
ellentétes trendet kovetnek, mig vannak vallalatok, amelyek mindkét ciklikus valtozashoz
alkalmazkodnak.

Ezzel 6sszefoglaltuk az (1)—(2) differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak legfonto-
sabb tulajdonsagait. A kdvetkezo részben azzal foglalkozunk, hogyan alakul a gazdasag
mozgasa, ha a technologia tigy valtozik, hogy a termeld felhasznalas és a tokelekotés
egylitthat6i megvaltoznak.
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A gazdasag mozgasjellemzdéinek médosulasa technolégiavaltozas esetén

A kovetkezokben két esetet fogunk megkiilonboztetni:

1. innovaci6 soran csokken az egységnyi folyo raforditds mennyisége: a, > af,

2. a technikai fejlédés miatt novekszik az eszkdzlekotési igény: b; < bf,
ahol a vesszdvel jeldlt mennyiség az innovacio utan eldallo 1) egyiitthatokat jeldli. E16szor
az elsé esetet vizsgaljuk.

A tovabbiakban a termel6 felhasznalasok 4’ matrixat és a készletigényesség B’ matrixat

az alabbi 3 x 3-as matrixok reprezentaljak:

0,1 0,3-0,05 0,2 0,01 0,03+0,01 0,02
A=0,5 02 04, B =005 0,02 0,04].
0,2 04 05 0,07 0,06 0,01

Amint latjuk, csak az a, és b,, értékeket valtoztattuk meg a korabbiakhoz képest, ¢s a
kezdeti értéket is valtozatlannak hagytuk.

Ebben az esetben is csak az elsé terméket és annak arat mutatjuk be, mert a tobbi ter-
mékre és arara hasonld gorbét kapunk. A valtozast az 5. és 6. dbra szemlélteti. Az dbrakon
x'-vel jeloltiik az Gj termelési szinteket és p’-vel az 0ij arakat.

5. abra 6. dbra
A termelési szintek az innovacio eldtt [x,(f)] Az arak az innovacio eldtt [p,(f)]
és utan [x;(9)] és utan [p;(#)]

x(0) --= x(0 — 1 --= P

Az 5. abran a szaggatott vonal jeloli a termelési szintek 0j palyajat, amit esetiinkben
x/(¢) jeldl. Ebbél azonnal latjuk, hogy a raforditasigényesség csdkkenése nveli a kibocsé-
tas mennyiségét, és a ciklus csucspontja is eltolodnak.

Az arvaltozast a 6. abra mutatja. A szaggatott vonal ebben az esetben is az innovacid
utdni p/(¢) drakat mutatja. Megallapithato, hogy az ar — a termelési szintekkel ellentét-
ben — csokken, de ebben az esetben is egy kisebb késleltetés figyelhetd meg a ciklus
alakulasaban.

Eredményiinket a kovetkezékben foglalhatjuk 6ssze.

5. TULAJDONSAG. 4 rdforditdsi fajlagos csokkenése az ar csokkenését és a termelési szint
novekedését eredményezi.

A raforditasigényesség csokkenése utan a termelési szintek névekednek, mig az arak csok-
kennek. Az ij termelési szintek és arak, ha késéssel is, de kovetik a megel6z6 ciklusokat.
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Végiil az eszkozlekotés-igényesség novekedésének hatasat foglaljuk 6ssze a ciklusra
nézve. Az eszkozigényesség novekedését azért tételeztiik fel, mert a fejlett ipari orszagok-
ban és Magyarorszagon is ez a tendencia figyelhetd meg todmegesen. A valtozasokata 7. és
8. dbran szemléltetjiik.

7. dbra 8. dbra
A termelési szintek valtozasa Az arak valtozasa
az eszkozigényesség novekedése esetén az eszkozigényesség novekedése esetén

x(0) --- X — P --= P

A 7. abran a termelési szintekre gyakorolt hatast mutatjuk be. A szaggatott vonal ekkor is
az innovAci6 utani x;(¢) kibocsatast mutatja. Ebben az esetben, eltéréen a réforditdsigényesség
csokkenésétol, a régihez képest nem allapithaté meg ndvekedés és csokkenés. Ami viszont fel-
tlnik, az az, hogy a ciklus az innovaci6 utan eltolodik, azaz a ciklus hossza névekszik. Ezt az-
zal magyarazhatjuk, hogy a nagyobb befektetések megtériilése is hosszabb iddszakot igényel.

A 8. abran az innovacio6 arakra kifejtett hatasat szemléltetjik. Itt is a szaggatott vonal
jelzi az innovécié utani helyzetet, amikor az @ij ar p/(¢). Amit a termelési mennyiségekre is
megallapitottunk, azt az arakra is megismételhetjiik. A mennyiséggel egyiitt mozognak az
arak, és ez a ciklus hosszanak novekedésével jar.

Eredményiinket az utolso, 6. tulajdonsagban foglaljuk dssze.

6. TULAIDONSAG. Az eszkozigényesség novekedésével az iizleti ciklusok hossza késleltetés-
sel megnévekszik.

Osszefoglalas és tovabbi kutatasi iranyok

A Leontief-tipust gazdasag egy altalanosabb alakjanak egyszeri felirasdbdl indultunk ki,
amelybe jol beleilleszthetd Brody Andras cikluselmélete. A gazdasagi ciklus viselkedési
jellemzdit egyszerti szampéldan szemléltettiik, mivel a Brody-féle differencidlegyenlet-
rendszer analitikusan nem vizsgalhato.

A modell egyik megoldasa az egyensulyi aranyos palyat, vagyis a Neumann-sugarat adja
vissza, ha az egyenletrendszer kezdeti értéke a sugaron fekszik. Ekkor tehat az itt vizsgalt
nem linearis differencidlegyenlet-rendszer a klasszikus dinamikus Leontief-modellhez ve-
zet. Ha nem az egyensulybol indul a rendszer, akkor a termelési szintek és arak ciklikus
mozgast végeznek a Neumann-sugar mentén, de a ciklus amplitudédja ndvekvo. A kiilonb6zo
tevékenységek (vallalatok) iizleti ciklusa eltér egymastol. Bizonyos tevékenységek teljesen
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ellentétes ciklusban vannak, mig masok alkalmazkodnak a kiilonb6z6 eltéré mozgasu ciklu-
sokhoz. Megallapithato, hogy az ilyen rendszereknek a ciklus természetes velejaroja.

Az innovacio két tipusat vizsgaltuk az adott gazdasagi rendszerben. A raforditasigényesség
csokkenése esetén novekszik a kibocsatas, az arak csokkennek, és a ciklus kissé eltolodik. Ha
az innovacio az eszkozigényesség novekedésében testesiil meg, akkor a termelési szintek és az
arak ciklusai is megnovekszenek, tehat egy bizonyos késleltetés 1ép fel a gazdasagban.

Szamos tovabbi kutatési irdny adodik elemzésiink természetes folytatasaként. Ezek ko-
ziil az egyik az itt pusztan szemléltetett ciklikus mozgas ciklusjellemzdinek feltérképezése.
Itt nem foglalkoztunk a ciklusok frekvenciajellemzéivel, a ciklushosszakkal és mas fontos
jellemzdjével sem. A mozgés a Neumann-sugartdl eltérve ingadozast mutat, a Neumann-
sugar értelmében vett egyensulyhoz azonban nem tér vissza. Bar akoriil ingadozik, maga-
nak az ingadozasnak a kozepe nem a Neumann-sugar. A ciklusjellemzdékkel Brody sokat
foglalkozott, elemzésének f6 eszkozeit jelentették ezen a teriileten a dinamikus Leontief-
modell sajatértékei és az ezzel rokonsagban 1évé hullammatrix (Brody [2000]).

Egy masik elméletei lehetdség az tgynevezett hamiltonianus alakbol kiindulva, az (1)—(2)
rendszer keretbe foglalasa, és levezetve valamiféle megmaradasi elvek felallitasaval. Ez a
gondolat is szdmos helyen megjelenik Brédy munkaiban (példaul Brody [2004]-ben).

Harmadik reménybeli tovabblépési iranyként empirikus alkalmazéasokat emlitenénk, de
még ezzel sem lépnénk ki Brody gazdasagtananak és munkainak gondolatvilagabdl, hi-
szen 6 mindig is torekedett arra, hogy elméleti konstrukcioit a valosagos gazdasagok realis
jellemzéihez kalibralja.
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