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Brody Andras és a dualitas matematikai elmélete
A gazdasagi novekedés Neumann-modellje

A dolgozat megirasara két varatlan esemény egyidejii bekdvetkezése 6sztonzott. Az elsé
nagy oromomre szolgalt, a masodik azonban nagy szomorusaggal tolt el. Az 6romteli és
megtiszteld esemény Zalai Erng felkérése volt arra, hogy véleményezzem a Kozgazdasagi
Szemlében megjelent kivalo, a Neumann-modellel foglalkozd dolgozatat. Mivel a Zalai
Ernd altal vezetett kutatasok kapcsan a témaval én is foglalkoztam korabban, a felkérés-
nek, amint tudtam, eleget tettem. A dolgozat olvasasa kdzben kaptam a hirt: Brody Andras
immaron nincsen kozottiink. A varatlan €s tragikus hir azért is megrazo volt, mert Zalai
Ernd dolgozata éppen azokat a kérdéseket feszegette, amelyeket elészor Brody Andras ve-
tett fel, és amelyek kivalo és maig paratlanul szellemes vizsgélataval kdzel harminc évvel
ezel6tt Brody Andras engem is a téma tanulmanyozasara inspiralt.

Miért a Neumann-modell?

A Neumann-modell (1938/45) kapcsan felmeriilo elsé és leginkabb kézenfekvo kérdés az,
hogy miért foglalkozunk még mindig ezzel a meglehetdsen egyszerii modellel? Mi indo-
kolja, hogy a modell irant az érdeklédés nem lankad? Ennek szamos oka van — a dolgozat
elején ezeket probalom szamba venni.

Ezek koziil az elsd, talan nem a legfontosabb, de valdszintileg mégis szerepet jatszo,
éppen Neumann személye. Neumann Janos minden kétséget kizdr6 mddon az elmult
évszazad egyik legjelentdsebb gondolkoddja volt. Tevékenysége a matematika szamos
teriiletére kiterjedt, elejtett megjegyzéseibdl kutatasi iskolak néttek ki. Viszonylag rovid
¢lete soran ontotta a matematikai eredményeket, és végtelennek latszo tehetségébdl tel-
lett a tobbi tudomanyra is, tobbek kozott a kozgazdasagtanra. A kozgazdasz-tarsadalom
maig igen halas ezért a figyelemért, és talan tilz6 médon is dokumentalja a ,,mester”
minden megjegyzését, és még esetleges félreértéseit €s tévedéseit is a zsenialitas jelének
tekinti. Ennek egyszerii oka van: érdemes megmutatkozni a Neumann koriil méltan ki-
alakult dicsfényben.

De mi vezette Neumannt arra, hogy a modellt megalkossa? A kérdésre értelemszeriien
nincsen biztos valasz, de azt hiszem, bizonyos magyarazat azért mégis adhatd: Neumann
kora a modern tudomany aranykora. Erre az id6szakra esik, amikor a tarsadalom felismeri,
hogy a tudomanyban rejlé erdket a lehetd legkozvetlenebbiil a maga hasznara képes for-
ditani. Beindul a tudomanyos termelés iparaga, de a tomegtermelés jelei még nem mutat-
koznak. Viszonylag széles a palya, lehet aratni. Az aratogép altal visszahagyott szemeket
majd csak a kovetkezé nemzedéknek kell szivos munkaval osszegytjteni. A tudomany
ekkor igen bizakodo. Az altalanos optimista vélekedést David Hilbert, Neumann szintén
orias palyatarsa nevezetes kijelentésével foglalhatjuk dssze: ,,amire kivancsiak vagyunk,
meg fogjuk tudni”. Nem kis mértékben éppen Neumann eredményei tették lehetdvé, hogy
a kor kutatoi bonyolultnak latszo kérdésekre egyszerti matematikai modelleket épitsenek.
Ha ez a modszer ment a fizikaban, miért ne miikddne a kdzgazdasagtanban?
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Ezzel el is érkeztiink a modell masik vonzoé tulajdonsagahoz: a modell egyszerii. Ez az
egyszerliség valosziniileg tudatos volt. Miként a tudomany mas teriiletein is, a bonyolultnak
latszo kérdésekre a kdzgazdasagtanban is kell lenni egyszerii és vilagos magyarazatoknak.
Feltehetéen Neumann nem volt tisztaban a kdzgazdasagtan legnagyobb problémajaval, ne-
vezetesen azzal, hogy szemben a természettudomanyokkal, a tarsadalomtudoméanyokban a
rendszer 1ényegében nem bonthato fel fiiggetlen elemekre. A kdzgazdasagtanban minden
valoban mindennel Gsszefiigg. Es ezért a problémak komplexitasa rendkiviili, és a 1ényeg
elsikkadésa nélkiil a rész nem valaszthato el az egészt6l. De mindez Neumannt valdszi-
nlileg nem érdekelte. A matematikai modell legyen egyszeri és nagyszeri. Ugyanakkor a
modellt Neumann azért bonyolultabbnak gondolta, mint amilyen az valdjaban volt. Kar ezt
tagadni, és a mestert utolag igazolni. Koézismert, hogy Neumann — mint egy szdérakozott
kapus a potyagdlt — ,,benézte” modelljét. Nehezebb matematikai problémanak gondolta,
mint az valdjaban volt. Neumann eredeti dolgozata, amelyet egyébként Brody Andras for-
ditott magyarra, mintapéldanya az olvashatatlan dolgozatnak. A dolgozat azonban mégis
mérfoldkd, ugyanis az alapvetd tévedés miatt Neumann belatja a Neumann-féle fixpontté-
telt, amely késébb az egyensulyelmélet kezében a matematikai kozgazdasagtan elsé szamu
fegyvere lesz. Az igynevezett Kakutani-féle fixponttétel nem més, mint az ugyancsak nem
jelentéktelen matematikus, Kakutani kisérlete a dolgozat Iényegének kihamozéasara. A mo-
dellt végiil Kemeny—Morgenstern—Thompson [1956] némiképpen atalakitja, és ezzel jelen-
tdsen leegyszerisiti. Kétségtelen, hogy a modositott verzidban az egyenstlyi ndvekedési
item nem egyértelmil, de ennek az az oka, hogy a modositott modell jobb, gazdagabb és
féleg 1ényegre torobb. A Kemeny—Morgenstern—Thompson [1956] a modellt a helyére teszi,
vagyis megmutatja, hogy valdjaban csak egy dualitasi tételr6l van szo, ¢s nem egy fixpont-
tételr6l. A modositas Iényege: a szerzok bemutatjak, hogy a kor divatos fegyvere, a linearis
programozas dualitasi tételei segitségével a Neumann-modell megoldhatd. Ezzel a modellt
a nagykozonség — az egyetemi tankonyvek — szamara is elérhetové teszik, és ott helyezik
el, ahova az valo: a linearis kozgazdasagi modellek koz¢. Ez vezet at minket a Neumann-
modell talan legnagyobb érdeméhez, a modell elméleti kozgazdasagi felhasznalasahoz.

Marx Brédy-féle interpretacioja és a Neumann-modell

Brody Andras kutatdi életpalyajanak kiemelkedd része volt, amikor Marx kozgazdasagi
gondolatait a modern dualitas elmélet keretébe agyazva mintaszerlien elemezte. Az elem-
z¢€s annyira sikeres volt, hogy ma Marx elméletének Iényegét a hazai kdzgazdaszok tobb-
szerint, sokan azzal tdmadtak, hogy Marx gondolatait tulegyszertisiti, és ezzel eltorzitja.
Azt gondolom, a kritikusoknak részben igazuk volt. De csak részben. A Brody-féle interp-
retacid ugyanis kiemelte a gondolat, az elmélet 1ényegét. Minden jo matematikai gondolat
a lényeg megértésére tor. Le kell hamozni a sallangokat, és ki kell emelni a logikai alapot,
amire a gondolatrendszer épiil. Gyakran felvetddik, hogy mennyi matematikara van sziik-
ség a kozgazdasagtanban? Mennyiben felel6s a matematika, a mddszertan elburjanzasa
a kozgazdasagtan talajvesztéséért? Ezt a kérdést Brody kritikusai is felvetették. Brody
valasza erre a ra jellemz06 szellemes 1ényeglatasbol fakado révid csipés valasz volt: Min-
denki szamara annyi matematika hasznalhatd, amennyit felfogni képes, amit nem, az mar
sziikségtelen. Azt, hogy a matematika képes egy kozgazdasagi elméletet letisztazni, és
ezzel uj mélységeit feltarni, erre az egyik legjobb példat éppen Brody Andras szolgaltatta.
Ha a mély és alapos kdzgazdasagi ismeret matematikai készséggel parosul, és ehhez még
tehetség, eredendd szellemesség €s jo izlés is megadatik, akkor a kdzgazdasagtan a mate-
matika altal nem elkorcsosul, hanem letisztul.
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Természetesen szép szobrot csak szép marvanybol lehet faragni. Brody esetében a szép mar-
vany a dualitas matematikai elmélete volt. Matematikailag a dualitas lényege, hogy két kiilon-
boz0 feladat szoros kapcsolatara hivatkozunk. A primalis és a dualis feladat egyszerre oldja
meg a két feladat mogott levo kozos problémat. Pusztan a matematikai célszertiség hatarozza
meg, hogy melyik feladatot tekintjiik primalisnak és melyiket dudlisnak. Amikor a dualitas
elméletét rahuzzuk egy kozgazdasagi problémara, a probléma kozgazdasagi tartalma egy kicsit
biztosan megvaltozik. Mint ahogyan akkor is megvaltozik, ha Ady Endrét olaszul probaljuk
elmondani. Brody értelmezésében a termelési oldal a primalis oldal, a pénziigyi oldal a dualis
oldal. Ebben az értelmezésben a pénziigyi oldalnak, az armodellnek, a jovedelemelosztasnak
nincs 6nallé mozgastere. Egyszeriien a termelési oldal dualisa, tiikorképe. A mai pénziigyi val-
sag kapcsan gyakran elhangzik, hogy a pénziigyi oldal szerepe tulzottan megnétt a termelési
oldal rovasara. Ez az elképzelés mélyen a Brody-féle interpretacioban gyokerezik. Az, hogy a
két oldal kiilon van, és szembeadll, éppen a dualitas szemlélete. A dualis parban az egyik fel-
adat megvaltozasa egyensulytalansagot okoz és ez magaval rantja a dudlis par masik felét. Ez
éppen a Neumann-modell, illetve a linearis kdzgazdasagi modellek 1ényege. Marx alapvetden
a termelésbdl, a technoldgiai adottsagokbol vezette le a tarsadalmi berendezkedést. Mindig
hangstilyozta, hogy az alap a termelési mdd, erre €piilnek a termelési viszonyok. Brodynal a
termelési mod a modell konstansai, illetve az ebbdl szarmazo és ezt tiikkr6z6 primalis oldal, a
termelési viszonyok a dudlis oldal. A dualitas a két oldal dialektikus viszonya.

A kozgazdasagi gondolatok jelentds része metafora. Szemben a természettudomanyokkal,
a tarsadalomtudomanyokban a valosag illizio. A személyes tapasztalat és a jozan ész igen
korlatozott, és nagyrészt a tarsadalmi helyzet altal determinalt. Nemcsak a gazdasagrol al-
kotott képiink elméletfiiggd, hanem a gazdasagi folyamatok maguk is fliggnek az dket leird
elmélettdl. A gazdasag tele van 6nmegvalosité proféciakkal. Ezért nem mindegy, hogy mi
az uralkodo kozgazdasagi elmélet. A kozgazdasagi elméletek koriil kibontakozo vita mindig
is a gazdasagi folyamatok befolyasolasarol, igy lényegében a hatalomrol szol. A kdzgazda-
sagtan legfobb problémaja nem a matematikahoz val6 viszonya. A kozgazdasagtan valsaga
alapvetden abbol ered, hogy a legalapvetobb kérdésben elbizonytalanodott. Ahogyan meg
tudom itélni, a kdzgazdasagtan legfobb kérdése az allam szerepvallalasa vagy annak mér-
téke; mikor és milyen mértékben megengedett az dllam gazdasagi szerepvallaldsa. A rossz
hir az, hogy a torténelmi tapasztalatok nagyon rosszak. Nem kell ehhez a kézelmult gydszos
évtizedeire gondolni. Nem vagyok torténész, ismereteim igencsak korlatozottak, de mindig
ugy gondoltam, hogy az allamba vetett hit és bizalom Szent Bertalan nevezetes éjjelén kér-
dojelez6dott meg végképpen. Es tegyiik hozza, azota sem tortént semmi olyan, ami miatt
nagyon hinni kellene abban, hogy a kdzponti iranyitas képes a piaci anarchia f61é kerekedni,
¢és az esetleges gazdasagi hatalmat nem az alarendeltek tovabbi fosztogatasara hasznalni. A
modern uralkodd kozgazdasagi iskolak politikai okokbol tiizon-vizen at védelmezik az alap-
dogmat: az allami beavatkozas rossz. Hogy miért? Mert rossz, mert abbol mindig baj lett,
ha a hatalom ratelepedett a gazdasagra. Mindig. Még akkor is, ha egy ideig a helyzet javult.
A végén a car, a cézar mindig benyujtotta a szamlat. A matematika itt csak annyiban jatszik
szerepet, hogy megakadalyozza, hogy a politikai B-kdzép ebben a kérdésben véleményt tud-
jon nyilvanitani. Csak egy nagyon naiv kutaté gondolhatja, hogy a tudomany a tiszta iga-
zséagrol szol. A bizantikus intrikdk rendszere ott van a tudomanyiranyitds minden szintjén.
A hatalom és befolyas megszerzése és megtartasa a tudomanyos életben is fontos. A hatalmi
jaték vilagszerte minden egyetemi és akadémiai vezetd kedvenc szérakozasa.

Mivel az uralkodo, ,,polgari” kdzgazdasagi iskolak csak a matematikai modellek nyelvén
hajlandok barmilyen kérdésrdl tarsalogni, a Marx-féle kozgazdasagi elmélet matematizalasa
a marxizmus ¢€s a ,,polgari” kdzgazdasagi elmélet kozotti eszmecsere beinditasanak dontd
eleme volt. Ebben a munkaban Brody Andras érdeme vitathatatlan, e tevékenységével nagy-
ban hozzajarult a magyar kdzgazdaszok nemzetkozi elismertségéhez.
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A fogyasztas bevezetése a Neumann-modellben

Miként Zalai Ern6 tanulmanyaban megjegyzi — amely elolvashat6 a Kozgazdasagi Szemle
e szamaban (20—40. 0.) —, a Marx—Neumann-elmélet legnagyobb problémadja a fogyasz-
tas és a munkaerd Ujratermelésének realista bevezetése volt. A Neumann-modell eredeti
alakjaban nem kiiloniti el a munkaerdt és altalaban a termelést, valamint a fogyasztast.
Mindegy, hogy arut vagy munkaerdt termeliink, adottak a termelési konstansok, és kész.
Ezt eldszor Chapernowne [1945] vetette fel. Ha ehhez még hozzatessziik, hogy egyenl6-
ségre az ikertermelés miatt altalaban nincs lehet6ség, egy alapvetd problémara jutunk. A
munkaerd ara a modellben nulla is lehet. Eszre kell venni, hogy ez alapvetden a modell ma-
tematikai alapfeltevéseinek, és nem a mogottes kdzgazdasagi feltevéseknek a kdvetkezmé-
nye. Egy matematikai modell mutathat nem vart paradox tulajdonsagokat. Ezekre ramu-
tatni mindig nagyon hasznos és halas feladat. Neumann dolgozatanak egyik érdeme, hogy
észrevette: egy dualis modellparban az egyenldség helyettesithetd egy egyenldtlenséggel
¢és egy komplementaritasi feltétellel. Ez a gondolat minden matematikai kdzgazdasagi mo-
dellben standard eszkozzé valt. Ha valamely termékre nem teljesiil az egyenléség, akkor a
termék ara a modell kdvetelménye szerint nulla lesz. Ennek megfelelden, ha a technologiai
konstansok a munkaerd6t tultermelik, akkor a munkaerd ara nulla lesz. A probléma nagyon
régen ismert. A megoldasra szadmos javaslat sziiletett. Az egyik igen szellemes megoldasra
Zalai Ernd hivja fel a figyelmet tanulmanyaban.

En egy méasik megoldasra szeretném az olvasot emlékeztetni. A megoldést kozel harmine
éve Morishima javasolta, €s mivel a kérdéshez én is hozzaszoltam, a megoldas némiképpen
a szivemhez nott. A megoldas 1ényege az, hogy tekintsiink el a Neumann-modell eredend6
linearitasatol. Tegyiik fel, hogy a modell konstansai fiigghetnek a késdbb meghatarozando
egyensulyi araktol és egyensulyi mennyiségekt6l. Ekkor a modell mar nem lesz linearis,
nem oldhat6 meg a standard linearis programozas eszkdzeivel, de a fixponttételek segitségé-
vel igen. Az igy kapott egyensulyi modell mar nem viselkedik paradox médon. Mindig cél-
szerli a kdzgazdasagi kérdéseket a megfelelé matematikai keretben felvetni! A nem linearis
Neumann-modellek ugyantigy standard matematikai kdzgazdasagtannak tekinthetdk, mint
a hagyomanyos, linedris Neumann-modell. Ugyanakkor ebben a keretben, éppen a modell
gazdagsdga miatt, a munkaerd paradox tulajdonsagai minden nehézség nélkiil feloldhatok.
A Neumann-modell eredendd probléméaja nem a modell dekomponalhatosaga (felbonthato-
saga), hanem annak Iényegében linearis jellege. Természetesen csak azért Iényegében, mert
a ndvekedési litem és a profitrata szerepeltetése miatt a modell szigoru értelemben nem line-
aris. A Kemeny—Morgenstern—Thompson-féle feltételek Iényege, hogy a modellben szerepld
elemi nem linearitast kikiiszobolik, és a modellbdl egy linearis modellt csinalnak. Ezzel a
modell elemi lesz, és ezért korlatozottan hasznalhato, mert az alkalmazott matematikai mod-
szer miatt eredendden rugalmatlan lesz. Tokéletesen egyetértek Zalai Ernével abban, hogy
a felbonthatosag kozgazdasagilag alprobléma. Valoban a kdzgazdasagi rendszerek lényeges
tulajdonsaga a széles korli 6sszefiiggés, a minden mindenre hat6 felbonthatatlansag. Paradox
modon Neumann feltétele éppen erre mutat rd. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a feltétel
nem nevetségesen tilzo, még akkor is, ha ez a vilag egyik legnagyobb matematikusatdl szar-
mazik. Abban is igaza van Zalai Ernének, hogy amiatt a trivialis tény miatt nem bonthato
fel a modell, mert a gazdasag célja az emberi tarsadalom Ujratermelése, azaz alapvetéen a
munkaeré kdzponti szerepe miatt a gazdasag egy szerves egészet alkot. Ugyancsak egyet-
értek azzal, hogy a javasolt megoldas példasan elegans, és alapvetéen ravilagit a probléma
lényegére. Amivel nem értek egyet, az az, hogy ezzel a kérdéssel a matematikai k6zgazdasa-
gi irodalom nem foglalkozik. En azt gondolom, hogy foglalkozik, és a problémat az elmélet
korabban mar egyfajta modon mar meg is oldotta. Egy lehetséges megoldas pedig szerintem
anem linearis Neumann-modellek korében keresendo.
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