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MEDVEGYEV PETER

A szarmaztatott termékek arazasa és annak problémai
az egyensulyelmélet szempontjabol

A szerz6 réviden dsszefoglalja a szarmaztatott termékek arazasaval kapcsolatos legll
fontosabb ismereteket és problémakat. A derivativ arazas elmélete a piacon levé terll
mékek ko6zo6tti redundanciat kihasznalva prébalja meghatarozni az egyes termékek
relativ arat. Ezt azonban csak teljes piacon lehet megtenni, és igy csak teljes piac
esetén lehetséges a hasznossagi fliggvények fogalmat az elméletbdl és a ra épiilé
gyakorlatbol elhagyni, ezért a kockazatsemleges arazas elve félrevezetS. Masképpen
fogalmazva: a szarmaztatott termékek elmélete csak azon az aron képes a hasznosll
sagi fliggvény fogalmatél megszabadulni, ha a piac szerkezetére a valésagban nem
teljesiilé megkotéseket tesz. Ennek hangstlyozasa mind a piaci gyakorlatban, mind
az oktatasban elengedhetetlen.

Journal of Economic Literature (JEL) kod: GO0O0.

A jelenlegi gazdasagi valsag szamos negativ kovetkezménye mellett egy szembeszokd

pozitiv kovetkezményt mindenképpen meg kell emliteni: napjainkban a kdzgazdasz[]
tarsadalom meglehetdsen nyitott a tudomanyteriiletének problémai irant. Akar a szervel
zett vitakat, akar a kiilonb6z0 rendezvényeken elhangz6 eldadéasokat, akar a személyes be [
szélgetéseket vessziik, az dszinteség €s a kritikai megkozelités nyilvanvald. Talan minden

kozgazdasz szamara egyértelmii, hogy a korabbi elméletek mindegyikét kritikus szemmel

at kell tekinteni. A kritikai elemzésnek ki kell terjednie a konkrét elméletekre, a kovetett

moddszerekre, a kdvetkeztetések erejére, a mogottiik levo filozofiai alapfogalmakra, altalal]
ban mindenre, amit a tankonyvek tartalmaznak.

Ma még nem latszik, hogy mi a jelenlegi helyzetbdl kivezetd ut, sét talan az sem
biztos, hogy van-e egyaltalan kivezetd ut, vagy egyaltalan sziikség van-e kivezetd utra.
Nem vilagos, hogy 0 helyzet allt-e eld, vagy csak a dolgok természetes allapota tért
vissza néhany évtized utan. Nem tudjuk, milyen tudomanyos 6tletek vannak a fiokokl]
ban, legyenek azok miiszaki vagy egyéb természettudomanyos elképzelések, vagy esetl]
leg olyan tarsadalomtudomanyi felismerések, amelyek hatékonyan képesek segiteni, a
dolgok végleges félresiklasat megakadalyozni, vagy legalabb késleltetni. Nem vagyunk
tisztaban azzal sem, hogy mekkora a vihar, hol van a vihar, mibdl veszi az erejét, azt
meg végképpen nem tudjuk, hogy a tornddé melyik oldalan vagyunk. Lehet, hogy min[J
den csak pénz kérdése, és a bankokba 6ntdtt néhany ezer millidrd mindent rendbe hoz.
Lehet, hogy nem. Senki sem tudja.!

I A valsag okai teljességgel nyilvan nem tarhatok fel. AlapvetGen két okot érdemes megemliteni. Az egyik a
rendszerben levo talzott kockazat, amelyért nyilvanvaldan a rendszerben levd intézmények feleldsek. Ez a valsag
ugymond szubjektiv oka. Ezen bizonyos szintig lehet valtoztatni. Példaul alaposabb oktatassal el lehet magyarazni
a piaci szereploknek a szarmaztatott termékek arazasi problémait, a tulzott kockazat vallalasa adminisztrativ mo-
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Mi a szarmaztatott termék?

A szamos nyitott kérdés koziil ebben az irasban egyetlen részletkérdést szeretnék felvetni:
a sokat emlegetett szarmaztatott termékek mibenlétét, elemzésének matematikai problé [
mait. A dolog azért fontos és érdekes, mert egyrészt sokan a szarmaztatott termékeket
okoljak a valsagért, masrészt a szdrmaztatott termékek egész irodalma jol példazza a kdz[
gazdasagtan altalanos dilemmajat, modszertani hidnyossagait. A szarmaztatott termék fo
galma azon technikai jellegli kozgazdasagi fogalmak k6zé tartozik, amelyek bekeriiltek a
mindennapi politikai, tarsadalomtudomanyi, st altalaban a tudomanyos kozbeszédbe. Es
nem is véletleniil. Ha van a k6zgazdasagtanban tudomanyos elmélet, akkor a szarmaztatott
termékek elmélete az. Az elmélet Oriasi hatast gyakorolt a kozgazdasagtan egészére, ell]
sOsorban természetesen a pénziigyi elméletre, de az itt megfogalmazott gondolatok, tech(]
nikai megoldasok szamtalan mas teriileten is feltiintek. Ennek szamos oka van, a legfon[
tosabb azonban talan a mély matematikai hattér és a kozvetlen alkalmazas lehetdsége. A
modern matematika vezetd személyiségei foglalkoztak (Delbaen—Schachermayer [2006],
Shiryaev [1999]) az elmélettel, csiszoltak, vitattak minden apr6 részletét, mikozben a szarl]
maztatott iizletek soran millidrdok cseréltek gazdat. Ki nem vagyik arra, hogy a tudomany
termelderéveé valjon? A pénziigyi matematika olyan, mint a vildg minden miizeumaban
valamilyen formaban megtalalhato kép: Vénusz és Mars.? Az ellentétek természetes egy(’
sége. Legmagasabb szintli matematikaval sok pénzt keresni! Az absztrakt integralelmélet,
a fraktalok és a fraktaldimenzié pontos nagysaga Osszefiigg a t6zsdei arakkal! Micsoda
csodalatos dolog! Az ész diadala! Ki nem vagyik erre? Hogyan lehet akkor, hogy ez a csol
dalatos paros romba dontétte a vilagot? A valasz nyilvan egyszerii: nem ez a paros dontotte
romba a rendszert, 6sszeddlt volna az magatdl is.

A dolgok megértéséhez egy kicsit vissza kell menniink az alapokhoz. Mi hatarozza meg
az arakat, és persze az arakon keresztiil a jovedelmeket, végsd soron az egész gazdasag
szerkezetét? A kozgazdasagtan valasza igen egyszerii: a kereslet és a kinalat.’ A valasz nem
kétséges, hogy helyes, de van vele egy alapvetd probléma: semmitmondé. A gond az, hogy
tudomanyos elméletet végs6 soron csak mérhetd, adatokkal alatdmaszthaté fogalmakra
lehet épiteni. A valasszal kapcsolatban két kérdés meriil fel: hogyan mérjiik a kereslet és a
kinalat nagysagat, illetve milyen ugyancsak mérhetd fogalmak hatdrozzdk meg a keresle
tet és a kinalatot. Minden tézsde egy szervezett piac, amely pontosan azért jott 1étre, hogy
a keresletet és a kinalatot atlathatoé és dokumentalhatd, azaz mérheté mdédon megjelenitse.
Eppen ezért a tézsdei folyamatok megértése 1ényegében a piac viselkedésének megértése,
és igy végso soron a kdzgazdasagtan alapfelvetésének laboratériumi modellje.

A t0zsdék és altalaban a pénziigyi vilag az a laboratorium, ahol a kézgazdasagi elmé (]
letek, természettudomanyos értelemben, megfigyelhetok. Sokszor elhangzé érv, hogy
a kozgazdasagtan nem rendelkezik adatokkal, vagy hogy nincsen mod kisérletekre, a
kornyezeti feltételek alkalmas beallitasara stb. Nem allitom, hogy ebben nincsen semmi
igazsag, de ugy gondolom, hogy szamos természettudomanyos teriileten a pénziigyek’

don korlatozhat6 stb. Van azonban a valsagnak egy mélyebb, ugymond objektiv oka is. A pénziigyi rendszer egyik
feladata az érték id6ben valé transzferalasa, a megtakaritasok iddben valo értékallandosaganak biztositasa. Egy
alapvetéen novekedd gazdasagban ez megoldhatd, de ha példaul a miiszaki innovacié nem megfeleléen alakul, a
kornyezeti problémak, a tilnépesedés és az ebbdl eredd altalanos politikai és ideologiai stb. bizonytalansag tovabb
folytatodik, akkor az iddben vald értéktranszfer nem miikodik, ami a megtakaritasok folyamatos értékvesztél!
sét fogja jelenteni, ami a pénziigyi rendszer allandé valsagaban fog megnyilvanulni. (Mibe kell befektetni, mi
lesz értékallo husz, harminc év tavlatdban, ha mar a GM is csédbe mehet, vagy akar a Microsoft is eltiinhet, ha
— mondjuk — nem sikertil egy j6 operacios rendszert kihoznia?)

2 Valdjaban inkabb a Tudomany és a Kereskedelem istenei talalkoztak, de ez a talalka kevésbé latvanyos, mint
a Szeépség és a SzOrnyeteg romanca.

3 Persze ha sok a hus, a hentes koszon eldre, ha kevés, akkor a vevé.
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nél joval kevesebb az adat, és sokkal korlatozottabbak a kisérleti lehet6ségek.* Nem
véletlen, hogy a tézsdei rendszerek vizsgalata a fizikusok és a matematikusok szamara
teljesen elfogadott teriilet, amely tudomanyos jellegét elvi, filozofiai alapon senki sem
kérdojelezte meg. Sot.

A pénziigyi matematika célja tehat pontosan az, ami a mikrodkondmia célja: megl]
magyarazni az arak alakuldsat. Az egyetlen kiilonbség csak az, hogy ezt nem papiron,
hanem az absztrakci6 egy joval alacsonyabb szintjén, szinte mar a rdgvaldésaghoz kozel
allo praktikum szintjén probalja megtenni. Ez akkor is igaz, ha a matematikai modell, a
kontds, amibe a pénziigyi elméletet feloltoztetjiik, joval bonyolultabb, mint a két egymast
keresztez6 egyenes vonal mikrodkonomiai modellje. A bonyolult sztochasztikus modellek
csak mint praktikus, kozelitd modellek foghatok fel, ahol a modellezést egyetlen szempont
hajtotta: a tevékenység kézzelfoghato végeredménye. Pénzt akarunk keresni, pontosabban
sok pénzt akarunk keresni.’

A matematikai pénziigyeken nem kérhetd szamon a nyilvanvaldan lényegi kérdés: Van-e
olyan értékteremtési folyamat, ami indokolja ezt?

A pénziigyi elmélet minden gondolata a szokvanyos kozgazdasagi gondolkodas része.
Csak a valésag konnyli megragadhatdsaga, a vizsgalt rendszerek pontosan definidlt szaball
lyai, valamint az ebbdl értelemszeriien kévetkez6 nagyfokt szdmszerisithetéség emeli ki a
pénziigyi elméletet a szokasos kozgazdasagi modellek korébol, amelyek esetén sem az adatl]
bbség, sem a kozvetlen megfigyelhetdség, sem az egyszeriiség luxusa altalaban nem adott.®

A pénziigyi termékeket az irodalom két csoportba osztja: alaptermékek és szarmaztatott
termékek. Az alaptermékek viselkedését nagyrészt statisztikai Gton lehet feltérképezni.
Az alaptermék, szarmaztatott termék megkiilonboztetésrél mindig ugy gondolkodtam,
ahogyan az clemi linearis algebra leirja a véges dimenzids vektorterek elemeit. Vannak
vektorok a bazisban, és vannak vektorok a bazison kiviil. A bazisban levd termékek az
alaptermékek, a bazison kiviil levd termékek a szarmaztatott termékek.” Mivel a bazisbol
a vektorok ki-be vihetdk, ezért az alaptermék szarmaztatott termék megkiilonboztetés vill
szonylagos. A bazison kiviil levo vektorok a bazisvektorok linearis kombinacidi. Vagyis a
koordinataik altal tokéletesen determinaltak.

Ha ismerjiik a koordinatakat, mindent tudunk réluk. Példaul ha ismerjiik az alapter(]
mékek arat, akkor tudjuk, hogy mibe keriilnek a szdrmaztatott termékek. Egyszertien
venni kell az alaptermékek aranak koordinatakkal stlyozott 6sszegét. Ezért is hivjak az
elméletet ketchupelméletnek. Ha az egyliteres ketchup ara 100 forint, akkor a kétlite[]
res ara 200 forint.® Miért? Az ellenkezd esetben 1étrejové arbitrazslehetéség miatt. Ha
ugyanis nem igy lenne, akkor a dragabbat eladva, az olcsobbat megvéve, és az ingyenes
atcsomagolas lehetéségét kihasznalva, kockazat nélkiil pénzt kereshetnénk. Az arbit(]
razselmélet lényege, hogy a szdrmaztatott termékek ara az alaptermékek aranak linearis

4 Gondoljunk csak az orvostudomanyra! Egy ritka betegség megértéséhez milyen mennyiségii adatot és kisérl]
leti lehetdséget nyujt a Természet?

5 Vagyis az adott korlatok koz6tt kivanjuk maximalizalni a hasznossagi fliggvényt.

6 Bs tegyiik hozza, éppen ez a pénziigyi folyamatok hozzaadott értéke: olyan tiikér, amely bar homalyos, de még!
is valamit visszatiikroz. A jelenség, amely a lényeget takarja és megjeleniti egyidejiileg. A tarsadalomtudomanyok
mindegyike egy sulyos lelki betegségtdl szenved: a fizika iranti féltékenységtol. A pénziigyi matematika korlatai
valojaban a tarsadalomtudomanyok korlatai. Ha a pénziigyi matematikdnak nem sikertilt, akkor senkinek sem fog
sikeriilni. A pénziigyi matematika jutott a tarsadalomtudomanyok koziil a legkozelebb a természettudomanyokhoz.
Ugy latszik azonban, hogy a tiikron levé homaly nagyobb, mint gondoltuk (és tegyiik hozza: hala istennek).

7 Altalaban alapterméknek azt szokas tekinteni, amely kozvetleniil és likvid modon kereskedés targya. gy akar
egy részvény és a ra vonatkozo opcidi is lehet alaptermék — annak ellenére, hogy az opci6 elvileg a részvény szar(
maztatott terméke. Ez csak annak az elvnek a nyomatékositasa, hogy minden annyiba keriil, amennyit adnak érte.

8 Ebben a példaban az egyliteres a bazisban van, vagyis alaptermék, a kétliteres a szarmaztatott termék, és a
linearis fliggést megadd koordinata éppen kettd.
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kombinacidja.” Masképpen fogalmazva az arbitrazselmélet szerint a pénziigyek 1ényege,
hogy a pénziigyi Osszefliggések a linearis algebra és a konvex analizis szabalyai szerint
alakulnak." Mindenki szamara nyilvanvalod, hogy ez nincsen igy. Vannak tranzakcios
koltségek, oszthatatlansagok stb. De miként emlitettem, a tézsde egy laboratérium, egy
olyan mesterségesen létrehozott piac, ahol a kisérleti feltételeket tigy allitottuk be, hogy
Iényegében pluszkoltség nélkiil az egyébként oszthatatlan atomerémii akar tizenkét és fél
szdzalékat is meg lehet venni.

Az arazas egy absztrakt modellje

A szarmaztatott termékek fogalma és elmélete arra az igencsak megkérddjelezheté megko [
zelitésre épiil, hogy a piacon megfigyelhetd termékek k6zott redundancia van, €s jorészt a
pénziligyi matematikai eszkdztar ennek a redundancianak a feltérképezését és kihasznalal
sat kivanja megvaldsitani. Ahhoz, hogy bizonyos vektorok k6zo6tt redundancia legyen, sok
vektor kell és alacsony dimenzid. A redundancia lehetdsége egyaltalaban nem nyilvanvalo,
ha a vektorokat hordozo vektortér dimenzidja nagy, féleg nem, ha a tér dimenzidja végte]
len. A pénziigyek egyik alapvetd feltevése, hogy a pénziigyi termékek, szemben az imént
vazolt linearis algebrai modellel, nem egy véges dimenzios vektortér vektorai, hanem egy
végtelen dimenzios vektortérben vannak, ugyanis az értékiik valdsziniiségi valtozo. Végl
telen dimenzids vektorterekben a linedris kombinacidé nem igazan hasznalhaté fogalom,
sem a koordinata fogalma, sem az eldallithatdsag, és igy a redundancia fogalma nem ké(
zenfekvo. Az nyilvanvalo, hogy hogyan kell arazni az alaptermékek véges linearis kombi(
nacioit, kiilondsen akkor, ha a bazisvektorok szama igen alacsony. De hogyan kell arazni
egy végtelen sor 6sszegét? Intuitive a valasz nem trivialis. Kiilongsen azért nem, mert nem
tudjuk, hogy milyen modon kell érteniink a konvergenciat. Mikor mondjuk, hogy az alap[’
termékek kozelitd osszege kozel van a szarmaztatott termékhez pénziigyi értelemben? Ha
a szorasuk kozel azonos? Ha az informacidtartalmuk kdzel azonos? Bizonyos egyszeriibb
helyzetekben az alaptermék—szarmaztatott termék eldallitas igen kézenfekvo €s atlathall
to.!! De példaul mar gyakran a megadott paraméter szerinti (levaniliazott) vételi opcid
esetén is matematikai modell definidlja az el6allithatésagot, a dinamikus replikalast.'? A
probléma megértéséhez tekintsiink egy egyszerii formalizalt modellt!'?

1. Két idépont van: ,,ma” és ,,holnap”.

2. A ,holnap” idépontban legyen értelmezve egy (f2, 4, P) valosziniiségi mezd. A téren
értelmezett valoszinliségi valtozoknak legyen adott egy L halmaza, amelyet a lehetséges
pénziigyi eszkdzok ,,holnapi” értékeinek halmazanak képzeliink el. Valamely £ pénziigyi
eszkoz ,,holnapi” értéke ismeretlen, €s igy valosziniliség valtozo. A P a tényleges statisztil
kai valoszinliség, €s az egyes £ € L eszkdzok aranak eloszlasat irja le.

° Természetesen a bonyolultabb miiveletekre — mint példaul a szorzas — a dolog mar nem miikodik. Vagyis
példaul az alaptermék négyzetének az 4ra nem az ar négyzete. Eppen arrl szol a szarmaztatott termékek ell]
mélete, hogy ilyenkor mit kell tenni, hogyan kell meghatarozni a nemlinearis transzformaciokkal 1étrehozott
termékek arat.

1" Némiképpen leegyszertisitve: a szarmaztatott termékek arazasa lényegében linearis egyenletrendszerek meg|(|
oldasa. Valahol valoban errdl van szo, mikdzben a matematikai alapmodellt a végtelenségig bonyolitottuk, és ezért
az ,,anyja sem ismer ra”.

V6. Hull [1997], kiilondsen a konyv elsé fele.

12 Vagyis nem a pénziigyi vilag szerepldi tartak fel az Gsszefiiggést, hanem az egy specialis modell specialis
tulajdonsaga, amit egyébirant a piaci szereplék maximum tisztelettudoan elhisznek, de soha meg nem értenek.

3 V6. Cochrane [2001]. Az iras megértéséhez nem kell kiilondsebb matematikai jartassag. A matematikaban
jaratlan olvasonak nem kell a cikket feltétleniil ezen a ponton letenni.
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3. Az alapgondolat/feltétel, hogy az elhanyagolhat6 tranzakcios koltségek miatt az L egy
linearis tér: ha ¢, és &, két pénziigyi eszkdz, akkor mindig megenged;jiik, hogy ezekbdl
tetszéleges modon, tetszoleges sulyokkal portfoliot 1étesitsiink. Ez a feltétel emlékeztet a
linearis tevékenységelemzési modell alapfeltételére. Az egyetlen eltérés, hogy most negal
tiv sulyok is megengedettek. A pénziigyi eszkdzok tetszdleges, koltségmentes kombinal [
hat6saga a pénziigyek alapaxiomaja, alapfeltétele.

Nyilvan ez a modell idealizal, a valosagban vannak koéltségek, de a pénziigyi elmélet
alapfeltevése a korlatlan és koltségmentes portfolioképzés. A pénz olyan specialis aru,
amely nagyon alacsony tranzakcios koltségek mellett cserélhetd térben és idében."* A mol]
dell megértéséhez érdemes hangstilyozni a kdvetkezoket.

1. Egy € € L valosziniiségi valtozo lehet valamilyen késobbi idopontban esedékes kifizell
tés. Az idépont lehet a ,,holnap” utan is, és a £ értéke nyilvan fiigghet ettél az idéponttol.
Igy az L dimenzitja nagyon nagy, esetlegesen végtelen is lehet, ugyanis a figyelembe
veendd id6pontok szamat nem tudjuk értelmesen korlatozni.
2. Az L nem feltétleniil egyezik meg az 0sszes valdsziniiségi valtozd halmazéaval, hanem
esetleg annak csak egy valodi altere.”” Ennek oka, hogy nem minden egyes w kimenetell]
hez, van biztositas. Bekovetkezhetnek olyan w kimenetelek, amelyekre nem szamitottunk,
és nem kotottiink biztositast. Masképpen: lehetnek olyan valdszintiségi valtozok, amelyek
nem elemei a lehetséges portfoliok L terének. Ilyenkor mondjuk, hogy a modell nem teljes.
Mi egy holnap realizalodo valdszinliségi valtozo mai ara? Mit kell fizetni ,,ma”, hogy
,»holnap” megkapjuk a & valtozot? Ha « (§) jeldli a £ valtozoé altal leirt eszkoz ,,mai” arat,
akkor axiomaszeriien feltessziik, hogy a 7 (€) a & linearis fiiggvénye:

m@§+bS)=a-m(E)+b-m(&,).

Ha a 7 arfiiggvény linearis, akkor azt szokdas mondani, hogy teljesiil az egy ar torvénye.

Ha az egyetlen ar torvénye nem teljesiilne, akkor a szabad ¢s koltségmentes portfolioké ]
szités szabalya/feltétele miatt az olcsdbbat meg lehetne venni, a dragabbat el lehetne adni
és igy végtelen pénzt lehetne keresni.

Az, hogy az arak a lehetséges megoldasok halmazan értelmezett linearis fiiggvények,
mindig is ismert volt az egyensulyelméletben. Valamely téren értelmezett linearis fiiggvél]
nyeket a tér dualisanak szokas mondani. A dualitaselméletnek a kozgazdasagtanban szaml(]
talan alkalmazasa van. Gondoljunk csak a linearis programozas dualitasi tételeire, a dualis
megoldas arnyékarként valo értelmezésére, vagy példaul a marxi elmélet Brody Andras
mazasa, vagy a Neumann-modellre, a Gale-modellre stb.!

A pénziigyi alkalmazasok a dualitdselmélet hasznalatdban csak annyival 1épnek elore,
hogy explicit médon hasznaljak azt a tényt, hogy a befektetések eredménye bizonytalan.
Ennek kovetkeztében a lehetséges stratégidk halmaza nem egy véges dimenzios vektortér
részhalmaza, hanem egy fiiggvénytér, a valoszinliségi valtozok terének egy részhalmaza.
Végtelen dimenzios terekben azonban a dudlis tér elemei nem a lineéris fliggvények, hal]

!4 Ha hinni lehet a Roma cimi tévésorozatnak, a romai allam teljes kincstara egy okros szekéren elfért, és sziik [
ség esetén konnyen kimenekithetd volt.

15 S6t. Ha L az Osszes valoszinliségi valtozok tere, akkor az L-et nem lehet olyan matematikai strukturaval
ellatni, amely alkalmassa teszi a dualitas elméletének alkalmazasat. (A technikai kifejezés az, hogy ilyenkor az L
nem lokalisan konvex.) A hallgatolagos feltétel az, hogy az L elemein definialt valamilyen norma, amely norma
megmondja, hogy milyen nagy és milyen kockazatos az adott vektor. Példaul feltessziik, hogy az L elemeinek van
varhat6 értéke, vagy bizonyos momentumaik végesek.
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nem a folytonos linearis fliggvények. Ezen nem kell kiilondsebben csodalkozni, ha egy
lineéris fliggvény nem lenne folytonos, egyszeriien nem tudnank réla semmi értelmeset
mondani. Véges dimenzios terekben minden linedris fiiggvény automatikusan folytonos,
végtelen dimenzids terekben azonban 1éteznek nem folytonos linearis fiiggvények. Ugyan (]
akkor a nem folytonos fiiggvények rendkiviil patologikus objektumok, amelyek az értel )
mes matematikai elemzést lehetetlenné teszik. Vegyiik azonban észre, hogy a folytonossag
feltétele automatikusan magéaval hozza az alaptér elemei nagysaganak sziikségszerti defil
nialasat! Explicit m6don valahogyan értékelni kell, hogy mekkorak az egyes valosziniiségi
valtozok. Mikor mondjuk, hogy két valtozo kozel van, és mikor mondjuk, hogy nem? Ez
azonban bizonyos értelemben mar valamilyen hasznossagi fiiggvény bevezetését jelenti.

A modern matematika egyik stratégiai értelemben alapvetd felismerése, hogy a foly[!
tonos linearis fiiggvények altalaban integralként reprezentalhatok. Szamos matematikai
tétel létezik, amely szerint a folytonos linearis fiiggvények integralként irhatok fel.'®

1. TETEL (REPREZENTACIO ELV). Tegyiik még fel, hogy a w valamilyen értelemben folytonos.
Ekkor

(&)= | &dn

alakban integralként reprezentalhato.

A pu a P-hez hasonldan egy mérték, vagyis az egyes lehetséges 4 eseményekhez hozza!)
rendel egy szamot. Ha £ > 0, akkor feltehetd, hogy 7 (§) > 0, igy a p valédi mérték, vagy!(
is nincs olyan halmaz, amelyre 1 (4) < 0 lenne. Tegyiik fel, hogy van kockazatmentes
termék,” vagyis tegyiik fel, hogy 1 € L. Az 1 valtoz6t szokas elemi kétvénynek mondani.
Mivel

()= [ 1dp= ()
véges,'s ezért a pu véges mérték. Legyen (1+r) ' = () Ha bevezetjiik a
Q(A) = p(A) / () = p(A)(A+r)

uj mértéket, akkor a Q valdszinliségi mérték ugyanis nem negativ, és a teljes halmaz mér(J
téke éppen 1. Ekkor definicio szerint

f‘m E°(6)

(&)= 5u———f§u«w) T

az imént megadott Q valdszinliségi mértékkel. Az ar megegyezik a ,,holnapi” kifizetés disz[]
kontalt varhato értékével. Az egyetlen csavar, hogy a varhato értéket nem a statisztikailag meg[’]
figyelhetd P szerint, hanem a matematikai képzelet vilagaban 1étez6 Q szerint kell venni.

A Q szokadsos neve kockazatsemleges mérték. Ennek oka, hogy a Q alatt a w diszkontalt
varhato kifizetés."® Az r-et szokds kockdazatmentes hozamnak is mondani.

'® Hangsulyozni kell azonban, hogy ez csak egy elv, ilyen tétel valdjaban nincsen, ugyanis tal altalanos, de
nagyon sok ilyen jellegii tétel van.

17 Ez valojaban egy igen artalmatlan feltétel, és tulajdonképpen azt jelenti, hogy van olyan £ € L termék, amely
értéke mindenképpen pozitiv. Ha az §sszes terméket ennek a terméknek az aréban fejezziik ki, akkor a £ ara £/¢ = 1
lesz. Vagyis az 1 € L feltétel azt jelenti, hogy megadhato egyetlen armérce, amely egyuttal kereskedhetd termék.

18 A modell axiomatikus feltétele szerint minden megengedett portfolié ara véges.

19 Azt mondjuk, hogy valaki kockazatsemleges, ha valamely valtozo varhato értékét azonosnak tekinti a valtozo
értékével. Némiképpen arnyaltabban: azt mondjuk, hogy valaki kockazatsemleges, ha a valdsziniiségi valtozokon
értelmezett hasznossagi fliggvénye egyrészt U(€) = E[u(€)] alakba irhato, masrészt az u lineéris fiiggvény. Ez méas(]
képpen azt jelenti, hogy a hasznossagi fliggvény a varhat6 hasznossagok linearis kombinacidja.
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A mértékceserét altalaban az opcidarazashoz szokas kotni, és ott ,,meglepetést” okoz.
Es tegyiik hozza rengeteg félreértést. Szamos szempontbol a kockazatsemleges mérték
és a kockazatsemleges arazas elve okolhatd a banki kockazatvallalas félreértéséért, igy
végs6 soron megndvekedéséért. fgy a gondolatmenetiink szempontjabol nem lényegtelen
1épésrdl van sz6. Vegyiik észre, hogy a mértékcserének és az arazoképletnek kozvetleniil
semmi koze az opciddrazashoz. Valojadban egy teljesen univerzalis elvrdl van szo, ahol a
f6 szerepet a linearitas és folytonossag és az ebbdl kovetkezd reprezentacios elv jatssza.
Vagyis a Q mérték egyszeriien a dualis tér egy eleme, amelynek semmilyen valdszinliség[]
szamitasi? tartalma sincs.

Vegyiik észre, hogy ha valamely termék egy pozitiv valosziniiségi halmazon pozitiv,
akkor az ara is pozitiv, és megforditva. Ebbdl kovetkezik a 2. tétel.

2. TETEL. A P és a Q mértékek ekvivalensek, vagyis valamely A halmaz valésziniisége a P
alatt pontosan akkor nulla, ha a Q alatt is nulla.

Erdemes azonban egy kicsit a dolgokat jobban megvizsgalni. A 7 linearitasa a tranzakcil |
0s koltségek elhanyagolésat jelenti, és elsé korben megengedhetonek latszo absztrakcio.

Ugyanakkor a reprezentacios elv csak folytonos linearis fiiggvények esetén teljesiil. A

véges ¢s a végtelen dimenzids terek kozott van egy 1ényeges eltérés. Véges dimenzids terek

esetén a konvergencia fogalma egyértelmii. Végtelen dimenzios terekben azonban ez ninl]
csen igy. Egyaltaldban nem nyilvanvald, hogy két valosziniiségi valtozot mikor tekintiink

kozelinek. Ez a konkrét alkalmazastdl fiigg. Ennek megfeleléen az arazé fiiggvény folyto [
nossaga valamilyen tovabbi feltétel bevezetése nélkiil nem feltétlentil teljesiil. Ha £, — ¢ és

n, — ¢ az L' (8, A, P) térben akkor, az L' tér definicidja miatt az atlagos hozamok konver(
gilnak.*' Ugyanakkor ha a (¢, — () szérdsa a végtelenhez tart és a (7, — () szérasa nulldhoz

tart, akkor pénziigyileg a két helyzet teljesen kiilonboz6. Feltehetdleg m(¢,,) " oo, igy a

folytonossagot jelentd

lim 7(¢,) = lim 7(7,) = ()

egyenl6ség nem teljesiilhet. Abbol, hogy a hozamok konvergalnak,?? az araknak nem kell
feltétleniil konvergalniuk! Figyelembe kell venni a kockézatot is! Ez azt is mutatja, hogy az
L zartsaga nem természetes feltétel. Elképzelhetd, hogy az L valamelyik hatarpontjanak az
ara végtelen, vagyis a 7 nem terjeszthet6 ki véges modon az L lezartjara! Problémat jelent
azonban, hogy a kockazat nem jol és foleg nem egyértelmiien definialt fogalom. A koc(]
kazat egy szubjektiv érzés, amely az egyes individuumok hasznossagi fliggvényétol fiigg.
A matematikai pénziigyi irodalom a kockazatrol mint mérhetdé fogalomrol beszél. Olyan
fogalomrol, mint a villamos energia vagy a héenergia, amely nagysagat egyértelmiien®

20 Valoszintiségrol altalaban akkor beszéliink, ha 1éteznek valamilyen értelemben ismétlddé kisérletek, és ezek![]
hez koéthetd relativ gyakorisagokrol, atlagokrol akarunk valamit mondani. Most ilyenek nincsenek. Ezért a modell
nem igazan része a klasszikus valoszinliségszamitasnak. Sokkal inkabb a dualitaselméletnek, vagyis a hagyoma!!
nyos értelemben vett matematikai kozgazdasagtannak. Minden valdsziniiség az eseménytéren értelmezett mérték,
de nem minden mérték valdsziniiség. Az, hogy a linearis fliggvényt reprezentaldo mértéket valoszintiségként értel
mezzik, koriilbeliil olyan, mintha azt allitanank, hogy minden piléta minden reggel megeteti a lovat.

21 Az LY L? stb. jeloléseknek nincsen szerepe. Tartalmukat mindig a szimbolum megjelenésekor megmagyal’l
razzuk. Ha a fels6 index véges, akkor a fels6 index arra utal, hogy hany momentum konvergenciajat varjuk el a
konvergencia soran.

22 Természetesen a megadott metrika szerint. Ha a metrikat az L' tér definialja, akkor a konvergencia atlagban
valé konvergenciat jelent, igy a hozamok atlagos eltérése konvergal, amib6l persze kovetkezik, hogy az atlagos
hozamok konvergalnak, de nem kovetkezik, hogy maguk a hozamok, mondjuk kimenetelenként konvergaljanak.

2 Nem vagyok a teriilet szakért6je, de nem lennék meglepve, ha ott sem lenne a dolog annyira egyszerii, mint
ahogy a magamfajta kiviilallok azt hiszik.
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meg lehet mondani, és egyik iizletbdl a masikba at lehet onteni, 4t lehet csomagolni stb.
Miko6zben az atcsomagolhatdsag nyilvanvaloan csak egy metafora, ezt sokan talan kezdték
komolyan venni, és nem lennék meglepve, ha sokan tigy gondoltak volna ra, mint a lejart
szavatossagu sajt atcsomagolasara (business is business).

A kockazat a hasznossagi fliggvénytdl elvalaszthatatlan fogalom. A kockéazat megfigyel]
Iése részben a hasznossagi fliggvény megfigyelését jelenti. A konvergencidhoz sziikséges
metrika a kockéazat és igy végsd soron a hasznossagi fiiggvény megfigyelésére épiil. Ha a
kockazatot a szorassal definialjuk, akkor minden rendben van, ugyanis az L' ({2) helyett az
L? (£2) térben valé folytonossagot kell feltenni, még tan egyszeriibb is a reprezentacios tételt
igazolni, ugyanis konnyebb belatni a reprezentacios tételt L>-ben, mint L!-ben. Ilyenkor az
L? (2, A, P) tér definicidja miatt a varhaté hozam mellett a szorasok is konvergalnak, igy
nem csak a hozam, hanem a kockazat is konvergal, igy hihetdbb feltétel az, hogy az olyan
portfoliok halmaza, ahol a 7 arfliggvény véges, zart részhalmaza a lehetséges portfolioknak.
Ugyanakkor tovabbra is kérdéses, hogy ha az atlagos hozamok és a szoérasok konvergalnak,
akkor az arak is konvergalnak-e. Miért nincsen harmadrendi feltétel? A folytonossagi fell
tétel teljesiilése altalaban a kovetkez6 egyszert tétellel kényszerithet6 ki:?*

3. TETEL. Ha 7 valamely rendezett Banach-téren® értelmezett nem negativ linedris funkl
ciondl, akkor a m folytonos.

BizonyiTAS. Definicid szerint a 7 linearis, és
§>0=m(£)>0.

Legyen (¢,) nullahoz tartd sorozat.® Mivel a nemnegativitds és a linearitds miatt
‘ﬂ'(fn) <7(|¢,|), elég megmutatni, hogy a jobb oldal nulldhoz tart. Ezért feltehetd, hogy
€, nem negativ. Elég megmutatni, hogy minden (¢,) sorozatnak van (, ) részsorozata,
amelyre a (¢, ) nullahoz tart. Elég ritka sorokzatot véve, a Q) &, Osszeg konvergens.

Vegyiik azt a részsorozatot, amelyre | | <27°!) Legyen a hatarérték £ . Vilagos, hogy a
gr m%)}rllotonitésa ésa 5« > (0 miatt Y H§ ' H Jheey ¢ ¢ &

Zw(gnk)ﬁﬂ(fx)<oo.

k=1

Mivel ez minden N-re igaz, a Z:O:l m (f,lk ) sor konvergens, kovetkezesképpen m(§, ) — 0.

A tétel pontos megértéséhez érdemes jelezni, hogy a teljesség kifejezést a matematikul
sok és a pénziigyesek eltérd értelemben hasznaljak. Matematikaban akkor mondjuk, hogy
egy halmaz teljes, ha a Cauchy-sorozatok konvergensek, ami szemléletesen azt jelenti,
hogy a térben nincsenek lyukak, hézagok.”” A pénziigyi irodalomban a teljesség azt jelen[]
ti, hogy a tér minden eleme eldallithato, replikalhat6?® az alaptermékek segitségével. Mil]

2 A 1ényeg, hogy az arak nemnegativitasa kikényszeriti a folytonossagot, amely mar lehet6vé teszi a reprel
zetacios tétel hasznalatat. Ehhez azonban implicite fel kell hasznalni, hogy az alaptér zar. V. 6. Hansen—Richard
[1987].

2> A Banach-tér fogalma az azt nem ismer6 olvaso szamara érdektelen. A dolog 1ényege, hogy a nemnegativitas
és a teljesség igen altalanos feltételek mellett implikalja a folytonossagot. A tételben a feltételi halmaz a teljes
alaptér, vagyis az Osszes, figyelembe vett valosziniiségi valtozonak van ara, vagyis a modell teljes. Ez azonban
igen szigoru feltétel. A bizonyitas minden tovabbi nélkiil kihagyhato.

26 A linearitas miatt elegend6 egy pontban ellenérizni a folytonossagot. Legyen ez a nulla pont, ugyanis ott
kényelmes dolgozni.

27 A tér olyan, mintha vizzel lenne feltdltve.

% Hogy a replikalas soran milyen miiveletek engedhet6k meg, az fiigg a modelltsl.
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vel a valoszinliségi valtozok kiilonboz6 terei altalaban matematikai értelemben teljesek,”
¢és ezért rendezett Banach-teret alkotnak, a tétel alkalmazasahoz elegendé megkdvetelni,
hogy a modell kozgazdasagi értelemben is teljes legyen, vagyis minden valtozé replikal (]
hat6 legyen. Vagyis a tételhez sziikséges matematikai teljességet azzal kényszeritjiik ki,
hogy feltessziik a kozgazdasagi értelemben valo teljességet.’’ Egy a matematikai teljességl]
gel kapcsolatos masik fontos egyszerii észrevétel, hogy teljes terek zart részei is teljesek,
vagyis ahhoz, hogy a tételt alkalmazni tudjuk, vagy azt kell biztositani, hogy a tér minden
eleme eldallithato legyen az alaptermékek segitségével, vagy azt, hogy az el6allithatd vek(]
torok halmaza legalabb zart legyen, vagy ami ugyanaz, a lehetséges portfoliok lezartjanak
minden eleme lehetséges portfolio legyen.’! Mivel a nemnegativitds az arazo funkcional
esetén kozgazdasagi okokbdl trivialisan feltehetd, ezért érvényes a tétel kovetkezménye.

KOVETKEZMENY. Ha a piac teljes, és minden kovetelés varhato hozama véges, akkor érvéll
nyes a reprezentacios elv, igy alkalmas r konstanssal és Q mértékkel minden kévetelés ara

1
(&) =——E%(&)
14+7r
modon irhato.

A kozgazdasagtanban a kiilonbozé stratégiahalmazokrol altalaban fel szokds tenni a
halmaz zartsagat. Véges dimenzios terekben ez legtobbszor nem erés megkotés, végtelen
dimenzios terekben azonban, miként ezt tobbszor jeleztiik, ez szigoru és a kozgazdasagi
alapfeltételektdl fliggd megkotésnek szamit. A zartsaghoz a konvergenciafogalmat explicit
moédon meg kell adnunk, és a stratégiahalmazok zartsaga mogott szigort implicit feltételek
huzodhatnak meg, amelyek teljesiilése a pénziigyi modell kdzgazdasagi megkotéseibol
nem feltétleniil kovetkezik, vagy csak olyan koriilmények kozott, amelyek a modell tény!(]
leges hasznalatat erésen lekorlatozzak.

Felvetheti valaki, hogy a bizonyitasbol 1athato, hogy a gondolatmenet altalanosithato, és
nem kell példaul feltenni, hogy minden szamba johetd véges varhatdo hozammal rendelke [
z0 valtozonak legyen ara. Elegendd megkdvetelni, hogy ha valamilyen ¢ kifizetésnek van
ara, akkor a |¢|-nek is legyen ara. Ehhez elegend? feltenni, hogy az 6sszes lehetséges vételi
opcidnak legyen ara. Ez masképpen azt jelenti, hogy tetszéleges termék esetén van egy
olyan kereskedett termék, amelynek kifizetése pontosan azonos az adott termék pozitiv
részével. Vagyis a piac elég sok terméket tartalmaz, igy mindenfajta veszteség a piacon
talalhato kereskedett termékkel lefedezheté (Hansen—Richard [1987]). Vagyis mindenfajta
veszteséget valaki hajlandé atvallalni.

Erdemes hangstlyozni, hogy a szabad portfolioképzés kézenfekvo feltétele csak azt
garantalja, hogy az L linearis altér legyen. Ilyenkor az arazo fiiggvény folytonossaganak
kikényszeritéséhez azonban fel kell tenni, hogy az L bizonyos nemlinearis miiveletekre
—mint példaul a vételi opcid — is zart legyen. Az opcidk arazasa azonban tavolrol sem triviall
lis, magatol értetddd, ugyanis egy nemlinearis miiveletrdl van sz6. Egyaltalan nem nyilvan(]
vald, hogy miként kell drazni, vagy egyaltalaban be lehet-e arazni azt a kovetelést, amely[

2 Errél is sok tétel van. A Banach-tér fogalma tobbek kozott a teljességet irja el6, és az alkalmazasok szempont!
jabol igen enyhe feltételnek szamit.

3 Ugyanis ha az L sziikebb, mint az §sszes valtozé halmaza, akkor honnan tudjuk, hogy a replikalhat6 elemek
L halmaza nem tartalmaz réscket?

31 Miként ezt korabban jeleztilk, ez kdzgazdasagilag és matematikailag is egy nem trivialis feltétel. Nem vé[]
letlen, hogy az igynevezett eszkdzarazas alaptételei, mind a kovetkezokben definialt C halmaz zartsaganak igal’
zolasabol all.

32 Vagyis L = L'({2), vagy ha a kockazatot is figyelembe akarjuk venni, akkor L = L*({2), esetleg L = L?({2), ahol
1 <p<oo.
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ben elhagyjuk a lehetséges veszteségeket. Miért van barki a piacon, aki hajlandé mondjuk

megvenni egy vételi opciot? A pénziigyi elmélet szerint a vételi opciéo megvétele nem okoz

extrakockazatot, ugyanis az opci6é dinamikusan fedezhetd. Természetesen feltéve, hogy a

piac teljes, példaul egy Wiener-folyamat generalja a kockazatokat, vagyis igen specialis és

igen megszorité matematikai extrafeltételek teljesiilése esetén. Minden mas esetben a vételi

opcidk ararol nem tudunk semmit, hasonldéan ahhoz, ahogyan a piaci szereplok hasznossagi

fiiggvényérdl sem tudunk semmit, és igy a kockéazatsemleges, vagyis a hasznossagi fiigg[
vénytél mentes arazas elve egy olyan alap, amelyre csak 1égvarat Iehet épiteni.

Martingalok és martingalmértékek

A fenti arazasi modell igen absztrakt. A kiilonboz6 kozgazdasagi modellekben pontosan
specifikalni kell az L lehetséges porfolidkat (Cochrane [2001]). Az egyik legismertebb
ilyen modell a szarmaztatott termékek arazasat leird6 modell. El6szor a diszkrét id6horil |
zont esetét targyaljuk.

A T-vel jelolt idoperiodusok szama véges, a lehetséges S, alaptermékek szama m, amely
szintén véges. Az S egy m hosszusagt vektorbol 4ll6 T hosszusagu idésor, amelynek elel’]
mei valdszinliségi valtozok. S; (1, w) azt adja meg, hogy az i-edik termék a #-edik idépont[]
ban mennyit ér, feltéve, hogy az w kimenetel ,,jott be”. Az S, (¢, w) nyilvan lehet pozitiv és
negativ is.

Minden #-edik iddpontban adott egy JF, eseménytér, amely a #-edik iddpontig bekdvetke [
zett és megfigyelheté eseményeket irja le. Vildgos, hogy minden t-re 7, C 7.

Mi a T-edik id6pontban értelmezett valamely H; véletlen kovetelés ara a jelenben? A
valasz természetesen az, hogy nem tudjuk: fiigg a kereslettdl és a kinalattol. Van azonban
egy specialis eset, amikor a H, véletlen kovetelés ,,lefedezhetd”, vagyis az alaptermékekbdl
,.kikeverhetd”. Ilyenkor a H, és az S alaptermékek ara 6sszefiigg! Mivel az S arai a jelenben
ismertek, a H, jelenlegi dra matematikai uton kiszdmolhat6. Ilyenkor is a mar emlitett

I re
m(H;) 11r, E°(H;)
képlet alapjan hatarozzuk meg az arat.®

Egy Q mértéeket az S martingdl mértékének mondjuk, ha az S martingal a Q alatt, vagyis
minden t-edik idépontban: E® [S(t +1)] .7-:] =S(1).

Vegyiik észre, hogy az eredeti P mérték alatt az S elemeinek nincs feltétleniil varhato
értéke, a Q alatt azonban nemcsak hogy Iétezik a varthatd érték, hanem az id6 szerint még
konstans modon is alakul, vagyis E¢ FS (t+ 1)] =E° [S (t)} Vezessiik be a

Ki{H:H:ti[S(t)—S(t—l)]Q(t)}

halmazt, ahol 0 az elére jelezhetd stratégiakon fut keresztiil, vagyis ahol a 6 (f) minden #-re
F, ;-mérhetd, ugyanis a modell kdzgazdasagi tartalma miatt az aktudlis id6periddusban
hasznalt portféliostlyokat elére meg kell adni. A K az S(f) arfolyamok megvaltozasabol
szarmazo6 lehetséges arfolyamnyereségek halmaza. Az analizisben megszokott modon jel
16lje L a nem negativ valoszintiségi véaltozok halmazat. Vezessiik be a C = K — L', valal’
mint a cl(C) halmazokat, ahol a lezaras a sztochasztikus konvergenciaban értendd, €s a

3 A T'indexnek nincsen jelentdsége, csak arra utal, hogy a diszkontalast nem egy periddusra, hanem 7'idszakra
kell venni.
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C definicidjaban a kivonasjel a komplexuskivonast jelent!** Feltessziik, hogy nem lehet a
0 portfoliot dinamikusan ugy Osszeallitani, hogy kockazat nélkiil nyereséghez jussunk.
Vagyis nem lehet olyan H valdsziniiségi valtozot a megadott modon eléallitani, amelyre
H > 0, vagyis soha nem veszitiink, ugyanakkor egy pozitiv mértékti halmazon H > 0,
vagyis egy pozitiv valosziniiségli halmazon azért nyeriink.

Ha ilyen H nincsen, akkor azt mondjuk, hogy nincsen arbitrazs.

Diszkrét, véges id6horizont esetén az tigynevezett eszkdzarazas elsd alaptételének legl]
altalanosabb alakja a kovetkez6 (Delbaen—Schachermayer [2006], Elliott [2005]).

4. TETEL (DALANG—MORTON—WILLINGER). 4 kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1.cnz ={o}.

2.cNL ={0} és C=cl (C).

3.c(C)n L’ ={o}.

4. Megadhato olyan Q valdsziniiség, amely ekvivalens az eredeti P valosziniiségi mérl]
tékkel, amelyre a dQ/dP Radon—Nikodym-derivalt korlatos, és amely mellett az S m[]
dimenzids martingdl. >

ErdemesThangsﬁlyozni, hogy a tételben szerepld elsé allitas azt jelenti, hogy nincsen
olyan [H(t)]H eldre jelezhetd stratégia, amelyre

T
S[S()-S(-1Jo(1) >0
t=1
és egy pozitiv mértékli halmazon az egyenldtlenség szigori. Masképpen fogalmazva, az
elso allitas szerint nincsen arbitrazs. A tétel szerint annak sziikséges és elegend¢ feltétele,
hogy ne legyen arbitrazs, éppen az, hogy az eszk6zok arfolyama egy alkalmas mérték
esetén martingal legyen. De mire j6 ez az allitas?
Tegyiik fel, hogy egy H, kovetelést sikeriilt eldallitani egy A kezdeti befektetés és egy

Z; {S (1)=S(t— 1)]0(t) osszegeként, vagyis

Hy =3 3 ()- (0ol

Ha Q martingalmérték, akkor a két oldalon a Q szerint varhat6 értéket véve

EC(H,)=A\+E° i(S(t)—S(t—l))O(t)]z)\+iEQ(EQ((S(l)—S(f—1)7‘:1)90))):)“

t=1

Mivel a Z,, { tf 1)]0( ) koltsége nulla,* ezért arbitrazsmegfontolasok szerint
az arcsak a A kezdetl befektetes lehet. Igy”’

m(H;)=A=E?(H,).

3 Vegyiik észre, hogy a kovetkezd tétel egyik legfontosabb mondanivaloja, hogy a nincsen arbitrdzs feltétele
kikényszeriti az el6z6 pontban ,,reklamalt” zartsagot. Vagyis a nincs arbitrdzs feltételének célja éppen a zartsag
biztositasa.

3 Egy egyszerlibb esetben — amikor a valdszinliségi mezd végesen generalt — a tétel bizonyitasat késébb meg[’
adjuk. A tétel bizonyitasa analog és 1ényegében egy dualitasi tételrél van szo.

36 Hiszen nincsenek tranzakcids koltségek.

37 Vegyiik észre, hogy az S (¢) — S (¢ — 1) csak akkor értelmes, ha a diszkont4lo kamatlab nulla. fgy éppen a mar
bemutatott altalanos osszefliggést kapjuk. Az altalanos eset, amikor a kamatlab tetszbleges, az ugynevezett onfil
nanszirozé portfoliokkal, kozgazdasagi és matematikai megfontolasok egyiittes alkalmazéasaval visszavezethetd a
nulla kamatlabas esetre, és az altalanos esetben pontosan a diszkontalt varhato értékes képletét kapjuk.



780 Medvegyev Péter

Vegyiik észre, hogy ismét a mar emlitett ketchupelvrdl van sz6! Ha egy termék mas ter( |
mékek linedris kombinacioja, akkor az ara is az eldallité termékek arainak lineéaris kombil
nacidja. A konkrét helyzetben az eldallitasban szerepld egyik tétel koltsége nulla, igy csak
a masik komponens ara szamit, ami éppen \. A martingdlmérték csak annyiban jatszik
szerepet, hogy segitségével a A egyszeriien kifejezheto.

De mi van az olyan kévetelésekkel, amelyek nem fedezhet6k le a megadott mdédon? Nyil[J
van ilyenkor a gondolatmenet nem érvényes, ugyanis a kivant tulajdonsdgi A nem létezik.
Persze ilyenkor is vehetiink egy martingalmértéket, és kiszamolhatjuk a diszkontalt var(]
hatd kifizetést, de annak semmi koze a termék arahoz, ugyanis a terméket nem tudtuk
fedezéssel replikalni, igy a gondolatmenet nem miikodik. Ennek megfeleléen csak akkor
tudjuk az arazasi képletet hasznalni, ha feltessziik, hogy a piac teljes, ugyanis ellenkezd
esetben egy konkrét termék esetében nem tudjuk az Osszefiiggést alkalmazni.*® Diszkrét
id6horizont esetén azonban teljes piacon egy meglepetés var minket. Véges és diszkrét id6[]
horizont esetén minden teljes piac sziikségszerilien véges szamu atombol allo valdszinliségi
mez6t feltételez, és az S alaptermékek arfolyama egy olyan véges faval irhato le, ahol az
egyes elagazasok szdma éppen azonos a termékek szdmaval, vagyis példaul a kozismert
kotvény—részvény modellben a fa egy binomidlis fa (Elliott [2005]). Ilyenkor a modell a
bevezetd kurzusok binomialis modelljére redukaloédik. Masképpen fogalmazva, a teljes és
arbitrazsmentes piacok a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl talsagosan is egyszerii
szerkezetiiek. Nem véletlen tehat, hogy a matematikai pénziigyi irodalom folytonos id6ho (]
rizontu modellekkel dolgozik. A kézgazdasagtan egészében jol megszokott diszkrét idejii
modellek egyszeriien ultratrivialisak. Nincs mit ,,eladni”. Vagyis a matematikai pénziigyek
nehézségei az alkalmazott modell egy 1ényegtelen technikai feltételébdl szarmaznak. Nel
vezetesen az id6horizont ,,alkalmatlan” megvalasztasabol. Binomidlis modellben mindenki
tud 4razni, azt mindenki meg tudja érteni, a folytonos id6horizontti modellek megértéséhez
mar igen alapos matematikai felkésziiltség kell, amivel nagyon kevesen rendelkeznek.

Erdemes itt egy pillanatra megallni. A bevezeté matematikai pénziigyes kurzusok
mindegyike a targyalast a binomialis modellel kezdi.* Valoban kaprazatos, ahogyan a
modellben kiszamoljuk a derivativak arat. Valoban megddbbentd, hogy az opcid ara nem
fiigg a valoszintiségektdl és a hasznossagi fliggvényektol. Egy dolgot azonban minden ide [
vago tankonyv elfelejt elmondani, nevezetesen hogy csak ebben az igen specidlis esetben
mikodik a dolog. Ez ha lehet, még inkabb megd6bbentd.

A hallgat6 azzal az érzéssel tavozik, hogy a szarmaztatott termék értéke a piaci szerep [
16k kockazatvallalasi képességétol fiiggetleniil bearazhatd, tigymond objektiv arral ren(]
delkezik. Ha nem ezt mondja, a vizsgan megbukik. Szinte hihetetlen, hogy elsikkadt az
az egyszerii kérdés, hogy egy harom elagazast tartalmazo fa esetén az 6tlet nem mikodik,
¢és az egész, valoban igen szellemes triikkk egyszeriien nem hasznalhato altalaban. Ennek
az észrevételnek csupa nagybetiivel, kozépre szedett modon kellene a binomialis modell
targyalasa utan szerepelnie. Hogy lehet az, hogy konyvek szazai nem hangsulyozzak ezt
a trivialis kérdést? Hogy lehet, hogy ez a kérdés a kollektiv kdzgazdasagi tudatban egy!
szeriien elsikkadt,*’ és ha valakiben a rossz érzés feltamadt, azonnal el is hessegette? Ezek

38 Felvetheti valaki, hogy attol még, hogy a piac nem teljes, egy konkrét kovetelést még bearazhatunk az elmél!
let segitségével. Természetesen igen, de csak akkor, ha tudjuk, hogy a termék replikalhatd. Konkrét helyzetben
ezt azonban csak akkor tudjuk megtenni, ha megadtuk a replikalo sulyokat, vagyis a A konstanst is, és akkor a Q
mértékre mar nincsen sziikségiink.

% Es tegyiik hozza, hogy a szamtalan gyorstalpal6 kurzus nem is megy tovabb.

40 Nem arr6l van sz0, hogy ezt nem tudta talan mindenki. Arrol van sz6, hogy nem hangsulyoztak. Folytonos
id6horizont esetén pedig az analog Wiener-folyamatot foleg statisztikai és nem elvi okokbol tamadtak. A hozamok
nem normalitasa koriili irodalom mint tapasztalati tényt veti el az egyszerl és elegans modellt, és nem azért, mert
trivialis modon becsempészi a teljességet.
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utan nem lehet csodalkozni azon, hogy az atlag kereskedd, amennyiben modjaban all,
igen kockazatos derivativ lizleteket kot. Nyilvan, hiszen az 6 személyes jovedelmezbsége
valojaban egy ingyenes opcid. Ha bejon a dolog, akkor komoly prémium {iti a markat, ha
nem, hat nem volt szerencséje, €s maximum egy masik helyen tesz kisérletet arra, hogy
tudéasat kamatoztassa.

Hasznossagi fiiggvény és martingalmérték

Miel6tt tovabb 1épnénk, érdemes egy kitérdt tenni, és megvizsgalni, hogy mi torténik, ha a
piac nem teljes (Delbaen—Schachermayer [2006]). Természetesen ilyenkor is 1étezik martin[]
galmérték, de a martingadlmérték nem egyértelmii. Milyen kapcsolat van ilyenkor a martin[]
galmértek és az arak, illetve a piaci szereplok hasznossagi fliggvénye kozott? Masképpen: ha
a piac nem teljes, akkor vissza kell térni a hagyomanyos egyensulyelméleti megkozelitéshez.
Hogyan kapcsolhat6 6ssze a matematikai pénziigyek arazasi modellje a mikro6konomia
arazasi modelljével? Miként a kovetkezOkben megmutatjuk, egyensulyi allapotban a hel
lyettesitési hatarratak éppen a mértékcsere soran 1étrejott kockazatsemleges valdsziniiségi
aranyokkal irhatok le. A technikai bonyodalmak elkeriilése céljabol tegyiik fel, hogy az
idéparaméter diszkrét, és az eseménytér végesen generalt, vagy ami ugyanaz: az S esz[]
kozarfolyam valamilyen faval irhato le. A fanak nem kell feltétlentiil szabalyosnak lennie,
vagyis nem kell feltenni, hogy az egyes eldgazasok szama azonos legyen az eszk6zok
szamaval. Példaul a hagyomanyos kotvény—részvény modell esetén a fa lehet harom vagy
akar szaz elagazasu is. Legyen u valamilyen befekteté hasznossagi fiiggvénye. Az egyszel
riiség kedvéeért tegyiik fel, hogy az u derivalhato, konkav, szigorian monoton nd, €s a teljes
szamegyenesen értelmezett. A befekteté haszonmaximalizacios problémaja a kdvetkezo:

E® [u (f)] — max,

F=wt SAS()6(0)

Vagyis a feladat az, hogy adott w, kezd6készletbdl kiindulva és T idészakon keresztiil
kereskedve az S-sel atlagban mennyi hasznossagot tudunk a 7T-edik idészak végére mal]
ximum elérni. Természetesen az atlagot a statisztikai, vagyis az ,,objektiv”’ valosziniiség
mellett kell venni. Els6 1épésként belatjuk, hogy ez a maximumprobléma ekvivalens a

E"[u(f)]— max,

E°(f)<w,QeM,

problémaval, ahol M =M (S) jeloli az S martingadlmértékeinek halmazat. Hangstilyozni
kell, hogy M a martingadlmértékek, és nem az ekvivalens martingdlmértékek halmazat
jeloli. Ha P jeloli a P-vel ekvivalens mértékek halmazat, akkor az ekvivalens martingdl [
mértékek halmaza M N P. A feladat ismét konnyen értelmezhetd. Ha a diszkonttényezd
azonosan egy, akkor a Q € M mértékek a lehetséges arvektorok halmazaval azonositl]
hatok, ugyanis ilyenkor a Q (4) éppen a x, alakt T-edik iddszaki kifizetés ara. Vilagos,
hogy az ilyen joszagok aranak ismerete alapjan az dsszes fkifizetés ara is megadhato, és a
kifizetés ara éppen E? (f) lesz.

A feladat szerint meg kell keresni a maximalis varhatd hasznossagot biztositdo azon f
fogyasztast, amelyre az Osszes lehetséges, szamba johetd arvektor mellett a kdltségvetési
korlat teljesiilni fog. Erdemes azonban ezen a ponton egy tovabbi megjegyzést tenni. Ter-



782 Medvegyev Péter

mészetesen a Q (4) csak akkor tekinthet6 arnak, ha a 7-edik id6szaki y , kifizetés fedezhel
t6. Mivel ezt implicite minden 4 esemény esetén elvarjuk, ezért a Q (4) arként valo értell]
mezésével hallgatolagosan feltételezziik, hogy a piac teljes, igy a feladat értelmezése némi

csusztatast tartalmaz. Vegytiik észre, hogy semmilyen, a matematikai kdozgazdasagtanban

szokatlan probléma nem meriil fel. Mind a két feladat egy konkav hasznossagi fiiggvény

maximalizalasa egy poliedrikus halmaz felett. A két feladat kozott az a kiilonbség, hogy az

elso a feltételi halmazt a halmaz elemeivel, a masodik a feltételi halmazt a hatarold félterek

metszeteként irja le.*!

Az arbitrazsmentesség feltétele szerint a

K#{ﬂf:iAS(t)e(t)}

altér csak az origéban metszi a nem negativ vektorok P halmazat. Miként az el6z6 pontl]
ban, C legyen a K-bol a dijmentes lomtalanitas feltételével kaphato kifizetések halmaza.

Mivel a feltevés szerint a valoszinliségi modell véges sok kimenetet tartalmaz, ezért a P

egy véges dimenzids tér nem negativ vektorainak halmaza, igy egy véges kup. A K egy

linearis altér, ezért a C és a K halmazok véges kapok, igy a K és C zart halmazt alkotnak.*

Nyilvanvalo, hogy a K N P = {0} és a C N P = {0} feltételek ekvivalensek. Az arbitrazs(]
mentesség dualis forméaban valé megfogalmazasat adja a kdvetkezo tétel.

5. TETEL (AZ ESZKOZARAZAS ALAPTETELE). Valamely S eszkozok dltal definidlt piacon pon!
tosan akkor nem létezik arbitrazs, ha az S rendelkezik ekvivalens martingdlmértékkel *

BizonyiTAs. Az itt bemutatott bizonyitas a lehetséges bizonyitasok koziil talan a legegysze [
riibb, és a véges kupok kdzismert elméletére tamaszkodik. Amennyiben az olvasét a matel
matikai bizonyitas nem érdekli, azt nyugodtan elhagyhatja. A bizonyitas egyediil érdekes
része az, hogy standard els6éves linearis algebrara épiil. A tétel altalanositasai azonban a
modern funkcionalanalizis kifejezetten nehéz részeit hasznaljak. A nehézségek oka azon!
ban az idShorizont ,,szerencsétlen” voltabdl ered. A bizonyitasra ratérve, valamely V' véges
kup esetén a szokasos modon jeldlje V7 a V negativ polarisat, vagyis

784 i{u\(u,v)go, ha ve V}.

Az arbitrazsmentesség feltétele szerint C /) P = {0}. Ha F jel6li az 6sszes vektor, valoszil
nliségi valtozé halmazat, akkor

E={0}"=(CnP)'=C"+P"=C"-P,

ugyanis P?=—P. Mivel 0 € P, ezért a C” trividlisan tartalmaz egy M pozitiv elemet. Meg!|
mutatjuk, hogy normalizalas utdn az M egy ekvivalens martingdlmérték. Pontosabban

megmutatjuk, hogy a C” minden nem nulla eleme normalizalas utan egy martingalmérté(]
ket definial, és forditva, a martingalmértékek mindegyike eleme a C? kupnak. Ez utdbbi

indoklasa egyszerii. Ha Q egy martingalmérték és

Frk-z=Y AS(0(1)-zeC

4 A két feltételi halmaz nem azonos. Miként latni fogjuk, a masodik feltételi halmaza a C, az els6¢é pedig
definicio szerint a K. Mivel az u monoton nd, a C halmazon valé6 maximalizalas ekvivalens a K halmazon vald
maximalizalassal.

4 Megjegyezziik, hogy ezen a ponton ersen kihasznaltuk a valosziniiségi mez6 szerkezetére tett egyszertisito fell
tételeket. Az altalanos eset targyalasanak nehézségei éppen a most tett észrevétel altalaban nem trivialis voltabol ered.

+ Vegyitik észre, hogy a Dalang—Morton—Willinger-tételt igazoljuk egy specialis esetben.
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tetszoleges, akkor a szokasos modon eljarva, felhasznalva, hogy diszkrét idéhorizonton az
integralhat6 martingaltranszformaciok valédi martingalok

Q f)iEQ[tZTIAS(t)Q(I)—Z tiAS(r)o(t)]:o,

igy Q € C?. Megforditva, ha Q € C?, akkor a Q mértéket megado vektor nyilvan merdleges
a K altérre. Mivel —P C C, ezért Q > 0. Ha Q = 0, akkor a Q normalizalas utan tekinthe
t6 valoszinliségi mértéknek. Nyilvan minden F € F, ,eseténa x; [S@ - S (¢ — 1] € K,
ezért

<E®

fS S(t—1)dQ =0,

amibdl a feltételes varhaté érték definicidja miatt EQ [S () | F, ] =S (¢ — 1), vagyis az S
valoban martingal a Q alatt.
A bizonyitasbol azonnal latszik a kovetkezmény.

KOVETKEZMENY. Ha nincsen arbitrdzs, akkor con (M) = C?. Ilyenkor az ekvivalens martin[]
galmértékek M N P halmaza a C? és az egységszimplex metszetének azon elemei, amelyek

nem esnek a nem negativ vektorok kupjanak hatdarara. Nyilvanvaloan mivel Ml N P = O,

ezért M = cl(M N P).

A két feladat azonossaga az e¢l6z6 dualitasi tétel egyszerli kovetkezménye.
6. TETEL. Az el6z8 két feladat ekvivalens.

BizonyiTAs. A masodik feladat lehetséges megoldasainak halmaza éppen az
E?(f-w) <0, QeM
halmaz. Nyilvanvaléan ez ekvivalens a
Q,f—wy) <0, QeconM

feltétellel. Mivel az el6z6 kovetkezmény miatt con (M) = C?, ezért f—w, € C??. Mivel a C
zart konvex kup, ezért C? = C, igy f— w, € C, vagy ami ugyanaz, f € w, + C. Mivel definil]
ci6 szerint C = K — P, ezért a masodik feladat lehetséges megoldasainak halmaza bévebb,
mint az els6, igy mivel a célfiiggvények megegyeznek, ezért az elsd feladat optimalis meg[™
oldasainak halmaza nem lehet nagyobb, mint a masodiké. Tegyiik fel, hogy az f vektor a
masodik probléma optimalis megoldasa. Ekkor

f:f—w0+w0 =c+wy=k—z+w,
alaku, ahol k£ € K, és z < 0: Mivel a feltételek szerint az 1 monoton nd, ezért
u(w0 +k)2u(f),
amibdl kovetkezik, hogy a masodik feladat maximumértékénél nem kisebb az els6 fell]
adat maximumértéke, igy a két feladat optimalis értéke megegyezik. Mivel az els6 feladat

lehetséges megoldasai egyuttal a masodik feladatnak is lehetséges megoldasai, ezért az
elsé feladat minden optimalis megoldasa optimalis megoldasa a masodik feladatnak is.

Ha w, +k = f, de EF [u(w, + k)| =E" {u (f)], akkor az u szigorti konkavitdsa miatt tet[

sz6leges konvex kombinaci6 esetén a célfiiggvény értéke nagyobb, mint a végpontokban
a célfiiggvény értéke, ami ellentmond az f optimalitdsanak. Hasonldan lathato be, hogy a
két feladatnak egyszerre nincsen optimalis megoldasa.
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A haszonmaximalizacios feladat megoldasat a Lagrange-multiplikator modszer segitsé!( ]
gével szeretnénk megadni (Delbaen—Schachermayer [2006]). A feladat masodik megfol]
galmazéasa majdnem alkalmas a modszer alkalmazasara, az egyetlen gond, hogy a feltételi
halmazt definialé egyenldtlenségek szama végtelen. A Lagrange-multiplikator modszeré(]
nek a hasznalatdhoz vegyiik észre, hogy az M éppen a C? kup és az egységszimplex met[]
szete. Mivel a C egy véges klip, ezért a ¥ polarisa is egy véges kup, igy az M egy korlatos
poliéder, igy az M az extremalis pontjainak konvex kombindcidja. Vilagos, hogy a masodik
feladatban elegendd ezekre az extremalis pontokra megkovetelni az egyenl6tlenség teljesii]
1ését. Jelolje tehat {Q,, ..., Q,,} az M extremalis pontjainak halmazat. Jeloljikk az egyes kil
menetelek P szerinti valosziniiségeit p,-nel, a fenti {Q,, ..., Q,,} halmaz egy Q,, vektoranak
elemeit pedig ¢/"-nel. Ekkor a masodik maximumprobléma Lagrange-fiiggvénye

L(fi, fysmhs nM):anu(fn)*an [Zq;"fn Wo]—

n=1

M
+ 277,71"‘/0'

m=1

=3[l 35

m=1

Vegyiik észre, hogy mivel a feltételek linearisak, a célfiiggvényhez tartozo szorzoé vall
laszthat6 nullatdl kiilonb6zonek, és mivel a célfiiggvény konkav, ezért a feltételekhez tar(]
tozo egyiitthatokat negativnak valasztottuk. Mivel a feltételi halmazok egyenl6tlenségek,
ezért 1, > 0. Irjuk fel a feladatra a Kuhn-Tucker-feltételeket! A Lagrange-multiplikator
modszere szerint alkalmas multiplikatorok esetén az L feltétel nélkiili maximuma éppen
megegyezik az eredeti fliggvény feltételes maximumaval. A Lagrange-fiiggvény stacional
rius pontjat felirva, felhasznalva, hogy az u értelmezési tartomanya nyilt, igy a stacionaril|
us pontban a derivalt nulla

Mivel a feltétel szerint minden n-re p, > 0, ezért

M m
u/(f;])zznmqn .
m=1 pn

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket! Legyen y =1, +...+1,,. Hay =0, akkor az &sszes
7,, 1s nulla. Ilyenkor az optimum szempontjabdl a feltételek mindegyike irrelevans, vagyis
a feltételes optimum megegyezik a globalis optimummal. De az u fliggvényre tett feltéte
lek miatt feltétel nélkiili optimum nem létezik, igy az EP [u(f)] fliggvénynek nincsen glo[]
balis optimuma. Igy az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy y > 0. Legyen

:um = nm \y9/’(’ = (ILLI’:LLM )5 Valamint

M
Q = Z MQO‘
m=1
A definiciobol adodik, hogy Q éppen az extremalis pontok egy alkalmas konvex kom![]
binacidja, igy Q = (g, ) € M. Az optimum feltétele tehat

u'(f,)=y e
Vegyiik észre, hogy a ¢,/p, hanyados éppen a dQ/dP Radon—Nikodym-féle derivalt
értéke az n-edik kimenetben, igy Lagrange-fliggvény stacionarius pontjara vonatkozo
feltétel éppen
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u'(7)= ng'

Egyensulyi allapotban a kereslet megegyezik a kinalattal. Ha a keresletet az u hasznos [
sagi fiiggvény ,,generdlja”, akkor a mértékcsere éppen azt a Q mértéket adja, amelyre a
Radon—Nikodym-féle derivalt ardnyos a hatarhasznokkal. Ennek megfelelden nem teljes
piacon a hasznossagi fiiggvények egyértelmiien kijelolik a martingdlmértéket. Teljes piall
con a hozzarendelés egyértelmii, vagyis ilyenkor a martingalmérték egyértelmiien meghall
tarozza az optimalis fogyasztoi dontést, vagyis a keresletet. Altalanos esetben azonban a
martingalmértékek altal hordozott informacionak nincs jelentosége az egyensulyi arakra
nézve. Az elmondottak azért lényegesek, mert a szokasos** matematikai pénziigyi model[]
lek azt sugalljak, hogy a pénziigyi piacokon a szarmaztatott termékek ara megmondhato
olyan kvazimegfigyelhetd adatok alapjan, mint a volatilitas vagy a kamatlab. A sokat han(]
goztatott tudomanyos attorés, miszerint a drifttagnak a szarmaztatott termékek arazasaban
nincsen szerepe, éppen azt jelenti, hogy a kockazati preferencidk nem jatszanak ilyenkor
szerepet. Még annyira sem, hogy az egyébként megfigyelhetd alapterméki hozamoknak
sincsen szerepiik a szarmaztatott termék arazasa soran.* Dobbenetes tudomanyos felfede(]
z¢s! Hasonloan mély, mint az anyag kvantumos viselkedése. Nobel-dijat nekik. Az impicit
iizenet vilagos. A derivativ iizletek teriiletén lehet kockazatot vallalni!

A lehetséges portfoliok tisztazatlansaga

A matematikai pénziigyi irodalomnak szembeszoko sajatossaga a slampossaga (Baxter—
Rennie [2002], Cochrane [2001], Hull [1997]). Ha Osszevetjiik példaul az egyensuly(]
elmélet irodalmaval, ahol kotelezd a tiszta, preciz és didaktikus matematikai érvelés
(Magill-Quinzii [1996]), a pénziigyi irodalom stilusa a legrosszabb ,,fizikusi” megko!(]
zelitést tartalmazza. Ossze-vissza deltaznak, semmit sem definialnak pontosan, a szal]
molésok felett (j6 esetben csak) drakat kell {ilni ahhoz, hogy a preciz értelmiik megvila[]
gosodjon. Nem arrdl van sz6, hogy nincsen az irodalomnak egy olyan szegmense, ahol
a kérdések pontosan, matematikailag precizen vannak targyalva (Delbaen—Schacher!]
mayer [2006], Karatzas—Shreve [1998], Shiryaev [1999]). Ilyen szegmens természetesen
van, csak ezt szinte egy fal valasztja el az irodalom masik felét6l. Ennek természetesen
egyik oka az, hogy az irodalom hatterét biztositd sztochasztikus analizis egy nagysagl]
renddel nehezebb elmélet, mint az egyensulyelmélet hatterét add véges dimenzids kon[]
vex halmazok elmélete. A preciz bizonyitasok hossztiak, €s igen koriilményesek, tele
vannak mértékelméleti bonyodalmakkal, amelyek kozgazdasagi tartalmarol még joinl]
dulattal sem lehet beszélni.

Ez valésziniileg része a magyarazatnak, de sajnos nem biztos, hogy csak errél van szo.
Az irodalom tele van a sztochasztikus analizisben jaratos kutatok szdmara is kovethetet!
len vagy csak nagyon nehezen kovethetd szamolasokkal. S6t a forditott allitas is igaz. Ha
valaki eligazodik a matematikai hattérben, még nehezebben tudja kdvetni a megfontolaso ]

4 Nem allitom, hogy az irodalomban ezt a kérdést nem vetették fel, s6t. Annak ellenére, hogy ezzel mindenki
tisztaban volt, szerepét joval kevésbé hangsulyoztak, mint a kockazatsemleges arazas igencsak félrevezetd és féll
remagyarazhato elvét. Karatzas—Shreve [1998] ezeket a kérdéseket az 6tszaz oldalas konyviik utolsoé 200 oldalan
targyaltak részletesen. A legtobb olvaso azonban csak az els6 50 oldalt olvassa el, ahol nagyrészt a Wiener-folyall
mat és a Girszanov-tétel rejtelmei szerepelnek. Ebben a megkozelitésben a Radon-Nikodym-féle derivaltat az
igencsak misztikus Girszanov-transzformaciéval mint valamifajta matematikai csodaként targyaljak.

4 Tegyiik fel, hogy két alaptermék koziil az egyik kétszer olyan gyorsan né atlagban, mint a masik. Ennek
ellenére a vételi opcidjuk ara azonos, feltéve, hogy a volatilitasuk azonos.
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kat. Mikdzben a kdzgazdasagtan ellen felhozott egyik érv, hogy tilsdgosan matematikai
¢és axiomatikus a megkozelitése, ahol lényegtelen niianszok is explicite axiomaként meg[]
fogalmazasra keriilnek, a szarmaztatott termékekkel kapcsolatos irodalomban nem divat
preciznek, vilagosnak és didaktikusnak lenni. Mikdzben a modern matematika legnehel
zebb fejezeteit hasznaljuk, mindenki gy tesz, mintha csak egyszerli szamolgatasokrol
lenne sz06.

A problémak illusztraldsara vegyiik példdul a nevezetes Black—Scholes-formulat! MilJ
ként kdzismert, a formula eredeti levezetése meglehetdsen heurisztikus (Hull [1997]), ami
6nmagaban nem probléma, s6t. Az elméletet tisztazo matematikusok a formula egy masik
levezetését javasoltak, amely a martingalelmélet keretében probalta igazolni az elméletet.
Annak a martingalelméletnek a keretében, amely éppen akkor keriilt ki a francia matemal]
tikai iskola miihelyébdl. A legtobb képzett matematikus is alig tudott tobbet a martingalok!|
rol, mint hogy azok valamiféle 16szerszamok. Ma ezt a megkdzelitést targyalja a legtobb
szerzO. Naivan azt gondolnank, hogy ha mar egy ilyen modern matematikai modszertant
hasznalunk, akkor a formulat igazolni is tudjuk.** Megitélésem szerint a valasz az, hogy
nem. A formula bizonyitasa sokkal ingatagabb talajon all, mint azt sokan feltételezik.

A Black—Scholes-modellel kapcsolatban van egy bokkend: ha iigyetleniil definiadljuk a
megengedett portfoliokat, akkor a modell mindenképpen tartalmaz arbitrazst. Ennek oka
igen egyszerii: mivel az idShorizont végtelen sok idépontot tartalmaz, valamiféle dupla[]
zasi stratégiaval mindig lehet semmibdl valamit csinalni. Bar az id6horizont korlatos, a
lehetséges id6pontok szama végtelen, ezért a pozicié nagysagat mindig lehet addig nol]
velni, amig a végén a kivant pozitiv mennyiségli eredményt 1 valdsziniiséggel ki lehet
sajtolni. A pontos megfogalmazast az igynevezett Dudley-féle integralreprezentacios tétel
tartalmazza (Oksendal [1998]), amely azt allitja, hogy tetszéleges, igy minden pozitiv, vall
l6sziniiségi valtozo eldallithatd alkalmas onfinanszirozo portfolio segitségével. A 1ényeg
persze az alkalmas szoban van. Mivel az arbitrazsjelenséget ki akarjuk zarni, valamilyen
megkotést kell tenni, vagyis csak specialis portfoliosulyokat szabad megengedni. Ezen a
ponton azonban az irodalom zavarban van.

A ,,jobb” szerzok felteszik, hogy a replikaloé portfolionak alulrol korlatosnak kell lennie,
a ,,ravaszabb” szerzok felteszik, hogy a stratégidknak négyzetesen integralhatonak kell
lenniiik a kockazatsemleges mérték alatt, a ,,lusta” szerzok pedig mind a két tarsasag tétel]
leit idézik, és egyidejiileg felhasznaljak, vagy az egész kérdést ignoraljak, és a deltazassal
Osszekutyulva kabitjak a naiv olvasot. Ha el is tekintiink a harmadik csoporttél, a kérdés
nem lényegtelen. A masodik megkdzelités nyilvanvaldan problémas. Koézgazdasagtanilag
értelmezhetetlen, bar matematikailag igen kényelmes.

Az els6é megkozelités kozgazdasagilag jobban interpretalhatd: 1ényegében az altalanos
egyensulyelméletben szerepld koltségfedezeti feltétellel azonos. Az alulrdl valo korlatos [
sag megkovetelésének azonban van egy sulyos matematikai kovetkezménye. A megenge!
dett portfoliok halmaza nem egy altér, hanem egy kup. Abbdl, hogy egy portfoli6 meg
engedett, nem kovetkezik, hogy az ellentettje is megengedett, ugyanis abbdl, hogy egy
portfolid alulrdl korlatos, nem kovetkezik hogy feliilrdl is korlatos. Tegyiik fel, hogy egy
kovetelést sikeriilt lefedezni. Azt, hogy a lefedezéshez sziikséges portfolio induld koltsége
éppen a termék ara, arbitrdzsérveléssel szokas indokolni. Az érvelés szerint, ha a fedezd
portfolié induld koltsége eltérne az artdl, akkor a portfoliot megvéve vagy eladva, illetve
a forditott iranyu tranzakciot a szarmaztatott termék esetében is végrehajtva, pozitiv nyel
reséget kapunk. Ez éppen az emlitett ketchupelv. Ez azonban most nem érvényes, mert a
replikalo portfoliot vagy eladhatjuk, vagy megvehetjiik, de egyszerre a kettét nem tudjuk

4 Természetesen az ugynevezett Black—Scholes-modell keretei k6zott, vagyis amikor az alapvetd paraméterek,
1, 1 és o konstansok stb.
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megtenni, ugyanis nem tudjuk garantalni, hogy a fedez6 portf6li6 mind a két iranyban
korlatos legyen. Akkor végiil is mi a termék ara? Egy matematikai huszarvagassal kil
vaghatjuk magunkat, és mondhatjuk, hogy az ar a lehetséges fedez6 konstansok koziil a
legkisebb, ugyanis az eladé mindig fedezve akar lenni, a vevé meg minél olcsobban akar
a termékhez hozzajutni. Igy, definicio szerint, arként megkapjuk a diszkontalt kifizetések
kockazatsemleges mérték melletti atlagat. Vegyiik azonban észre, hogy ilyenkor explicit
moddon feltettiik, hogy az eladok nem hajlanddk kockazatot vallalni, hiszen csak fedezett
portfoliokrol hajlanddk ,targyalni”. Vagyis mikdzben azt mondjuk, hogy a derivativ aral]
zas elméletében nem sziikséges a preferenciakrol nyilatkozni, explicit modon eldirjuk az
eladok preferencijat. Es mi van a vevok preferencidjaval?

Az 6 oldalukon az arbitrazsérvelés nem érvényes, és ezért a preferenciajukrol nyilatl]
kozni kell (Delbaen—Schachermayer [2006], Oksendal [1998], Karatzas—Shreve [1998)]).
Nem arrol van sz6 — mint ahogyan sokan hiszik —, hogy barmilyenek is a preferenciak,
ha elfogadjuk, hogy a pozitiv pénz az jo, akkor az ar egyértelmtien adott. Mivel az egyik
oldal szdmara az arbitralas a modell feltételei mellett nem adott, ezért az érvelés szo6 szoros
értelemben santa. Santa, mint Doktor House.

De miért is kell ez az egész bonyodalom a santa portféliokkal? Hat az idéhorizont miatt.
Az id6horizont miatt, amely a modellt nem trivialissa teszi. Diszkrét idShorizonton a mo [
dell trivialis, és az arbitrazsérvelés miikodik. Folytonos idéhorizonton a modell igen bo(]
nyolult, és az arbitrazsérvelés nem mukodik. Persze barki mondhatja, hogy a valosagban a
vevlk és az eladok lehetdségei azonosak. Ez igy van. De ez a modellben nem igy van. Egy
tudomanyos elméletben sok mindent lehet csinalni. Egy dolgot nem. Felirunk egy bonyol
lult matematikai modellt, ebben felhasznaljuk az utolsé hiisz év legbonyolultabb matemal
tikai konstrukcioit, és amikor a preciz érvelés kezd kinossa valni, akkor vagy a valdsagra
hivatkozunk, vagy egy kényelmes matematikai feltétellel elhessegetjiik a problémat.

Véleményem szerint a Black—Scholes-formula*’ altalanos és elegans koriilmények ko[
z6tti levezetése nem megoldott és nem meggy6z0. Ha valdban precizek akarunk lenni,
¢és a minimalisan elvarhaté médon nem akarunk rejtett, abszurd feltételeket a modellben
alkalmazni, akkor az arat mint a minimalis koltségli, szuperreplikald portfolié arat kell
definidlni. A jobb konyvek ezt igy is teszik. De a nép egyszert fia a legtobb egyetemen azt
tanulja, hogy az ar az arbitrazs kizarasanak kdvetkezménye, és éppen olyan tény, mint a
gravitacid. Nem definicid szerint igaz, hanem természeti-gazdasagi er6k kovetkezménye.
Igy van, mert igy kell lennie, és nem igy van, mert igy definidltuk. Nem ugyanaz a ketté.
Mondhatja valaki, hogy miért érdekes a Black—Scholes-formula? Nincsen ez a csont mar
talragva? Természetesen igen, de az Gsszes tobbi pénziigyi matematikai modell ennek a
formulanak az altalanositasa, igy automatikusan megorokli a problémait.

Ha a formula csak definicio szerint igaz, akkor miért varjuk, hogy a formulanak bar(]
mi relevanciaja legyen? A valasz szerintem egyszer(i, azért mert a diszkrét és véges id6[]
horizonton az arbitrazs-gondolatmenet tokéletesen €s hibatlanul miikodik. Tokéletesen
indokolhat6 példaul a kockazatsemleges arazas elve stb. A matematikai érvelés mellett
felhozott gyakori érv, hogy preciz és mentes a verbalis érvelés azon kozismert hibajatol,
hogy minden lépésben csak egy kicsit torzitva az eldzé allitast, végiil mindent be lehet
,bizonyitani”. A Black—Scholes-formula ,,igazoldsa” sajnalatos modon ennek egy tipikus
esete. A diszkrét és véges id6horizont meggy6z6 érvelését némi csusztatassal és pongyola
targyalassal atvissziik folytonos id6horizontra. Majd ezt kdvetden az eredményt elkezdjiik
altalanositani. Az altalanositas soran a matematikai részletkérdéseket a sz6nyeg ala sopor( ]
jik. Mi lesz ebb6l?

47 A Black—Scholes-formula csak annyibol jatszik szerepet, hogy mar mindjart az elején szerintem baj van. Mi
lehet akkor a torténet végén, amikor mar mindenki elismeri, hogy egy kukkot sem ért az egészbo1?
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Zaro megjegyzések

A matematika a kiilonbdz6 tudomanyos elméletek szempontjabol a végso bird. Minden tul]
domanyos elméletnek tényeken kell alapulnia, és a nagy és kdzponti elméleteket a mate [
matikusok a végsdkig kielemzik, majd raiitik a pecsétet. Bar vannak tények, de a tényeket
logikus, kévethetd és transzparens modon kell az elméletbe beépiteni. Nem minden elmélet
elég mutatds és fontos ahhoz,*® hogy matematikai elemzés targyava valjon. Ha egy koz[]
gazdasagi vagy barmely mas tudomanyos elméletnek van komoly matematikai parja, az az
elméletnek rangot ad. Nem kétséges, hogy a kdzgazdasagi gondolatok koziil a tudomanyos
vilag érdeklddését leginkabb a pénziigyi matematika keltette fel. Ennek egyik oka, hogy az
elmélet igérete szerint csak megfigyelhetd adatokra fog tamaszkodni, tehat olyan misztikus
elemeket, mint példaul a hasznossagi fiiggvény, nem fog az elméletben felhasznalni. Az érl
deklodés masik oka az elmélet alapjaul szolgalo csodalatos matematikai hattér. A matemal
tika, ha elismerik ezt, ha nem, komoly bajban van. Ennek elsé szamt oka az alkalmazasok
hianya. Nem véletlen, hogy a matematikustarsadalom rendkiviili erdkkel vetette bele magat
apénziigyi kutatasokba. Nem pusztan a lehetséges rovid tavu profit igérete mozgatta a vilag
igencsak ra van és ra volt szorulva. Nem kétséges, hogy rendkiviili munkat végeztek a teriil]
leten dolgozd kutatdk. Kézgazdaszok, matematikusok, fizikusok, statisztikusok és szdmos
mas teriileten dolgozé tudésok. Ma sokkal jobban latjuk és értjiik a pénziigyi folyamatokat,
mint korabban lattuk és értettiik éket. Sorolhatnank a statisztikai kutatasokat, a ma mar
mindenki szdmara trivialis stilizalt tényeket, amelyekrdl néhany éve legfeljebb egy marok!(]
nyi kutatd pusmogott, vagy idézhetnénk az arbitrazsarazas gondolatat.

A szarmaztatott termékek irodalmanak legfébb problémaja, hogy a hasznossagi fiigg!(
vény fogalmat a teljes piac fogalmara cserélte. Hangstilyozni kell, hogy végso soron a del
rivativ arazas elmélete egy egyszerii linearis egyenletrendszer megoldasara redukalhato.”
A marxi értékelmélet egyik legfobb problémaja igen emlékeztet a szarmaztatott termékek
arazasi problémajara. Az elmélet szerint egy termék értékét — és igy végsd soron az arat
— az Ujraeldallitasdhoz sziikséges munka mennyisége hatarozza meg. De mi van az iker[]
termékek araval? A klasszikus példa a birka gyapja €s husa. A két termék egy termelési
folyamat eredményeként allt el6. Miként osztozkodik a két terméken a befektetett munka?
A probléma teljesen analog a nem teljes piacok problémajaval, ugyanis a 1ényegi probléma
itt is az, hogy egy olyan egyenletrendszert kell megoldani, amelyben tobb a valtozo, mint
a feltétel. A lehetséges arak egy hipersikon vannak, egyfajta koltségfedezeti sikban, és
ezen sik pontjai kozott a tényleges keresleti-kinalati viszonyok ismerete nélkiil nem lehet
valasztani. A kereslet-kinalat alakuldsanak egyediili elmélete pedig az altalanos egyen!(
sulyelmélet. A matematikai-kozgazdasagi alkalmazasok két zaszloshajoja — az altalanos
egyensulyelmélet és a szarmaztatott termékek drazasa — azonban koszond viszonyban sin[
csen egymassal. Mind az alkalmazott matematikai modszer, mind a tényleges kozgazdal|
sagi fogalomrendszer 1ényegében diszjunkt. Ennek egyik oka persze, hogy a pénz realisz[]
tikus beépitése az altalanos egyensulyelméletbe nem teljesen megoldott.

Egyaltalan nem vilagos, hogy milyen iranyban érdemes mozogni. Miként lattuk, diszk[]
rét allapottér és diszkrét és véges idohorizont esetén az altalanos egyensulyelmélet mod(]
szertana segitségével a két elmélet valamilyen szinten 6sszehozhatd, de ezzel kidobjuk a
fiirdévizzel a babat is, a sztochasztikus kalkulust, amely oly sok kutatot ragadott meg, és

8 Természetesen lehet ett6l még igen hasznos, s6t. Sok nagyon hasznos elmélet van, amely nem matematizall|
hat6. Leginkabb azért, mert tilzottan bonyolult lenne a matematikai leiras.

4 Nem feltétleniil véges dimenzidban kell az egyenletrendszert megoldani, lehet, hogy fliggvénytérben, és az
egyenlet lehet, hogy operatorértékii. A matematikai bonyodalmak leginkabb attol fiiggnek, hogy mit tesziink fel
az idéhorizontrol.
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amely oly sok szinvonalas k6zgazdasagi ¢s matematikai kutatas alapja. A masik iranybol
valo integralas, nevezetesen, hogy az altalanos egyensulyelméletet vigyiik bele a sztol]
chasztikus kalkulusba, matematikailag lehetetlen feladatnak tiinik. Nem beszélve arrol,
ha mégis valamilyen szinten sikeriilne, olyan bonyolult lenne, hogy azt senki sem értené
meg.”® Miként a bevezetdben jeleztem, sok mindent at kell gondolni. A pénziigyi-mate[]
matikai irodalomnak is at kell értelmeznie az alapveté megkdzelitését. A teriilet prakl]
tikus megkozelitési modszerét 6tvozni kellene a kozgazdasagtan egyéb felismerésével,
mikozben tigyelni kellene arra, hogy az egyenstlyelmélet megfoghatatlan fogalomrend!(
szerét mégse csempéssziik be. Jelenleg a piaci realitasok a ,,kockazat piaci ara” elnevezésti,
némiképpen misztikus korrekcids faktorban csapddnak le, és a kérdés arra redukalodik,
hogy milyen erdk hatarozzak meg a kockazat piaci arat.

Végiil is kinek a felelossége a pénziigyi valsag? Mennyiben jatszott szerepet a termél]
szettudomany benyomulasa/betodulasa a pénziigyi intézményekbe? Ennek eldontésére
csak egy gondolatot szeretnék emliteni. A valsag oka mindenki szerint az volt, hogy a
pénziigyi rendszer til sok kockdzatot tartalmazott, vagy ami ugyanaz, til magas volt a
kockazat piaci ara. Thomas Bjorg méltan népszerdi, bar igen pongyola kdnyvében nagy
betiikkel kozépre szedve ott talalhatd, hogy a kockdzat piaci arat a piac hatdarozza meg.
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50 Az eszkozarazas alaptételének irodalma jol példazza az esetleges matematikai bonyodalmakat. A tételek bizo!
nyitasa hatvan-hetven oldal tomor funkcionalanalizist tartalmaz. Altalaban a kdzgazdasagtan kisérleti, tapasztalati
alapjai nem elég erések ahhoz, hogy egy ilyen bonyolult matematikai felépitményt rajuk lehessen épiteni.
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