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KOCZY A.LASZLO

Kozponti felvételi rendszerek. Taktikazas és stabilitas

Egy kodzponti felvételi rendszer feladata a jelentkez6k és az iskolak vagy szakok paroll
sitasa. Ez a parositas tobbféleképpen is torténhet, de néhany alapelv mentén a gyakl
ran igen kiilénb6z6 felvételi rendszerek is leirhatok. llyen alapelvként fogalmazhaté
meg, hogy egy parositas legyen stabil, Pareto-optimalis, vagy hogy legyen mentes
a taktikazastol. JO és kevésbé jo parosité algoritmusokat is ismertetiink, attekintjik
alapvet6 tulajdonsagaikat, illetve kitériink olyan jellemz6kre, amelyek meghataroz[l
hatjak egy felvételi rendszer elfogadottsagat. A magyarorszagi felvételi rendszereket
majd egy kulén dolgozatban vizsgaljuk.*

Journal of Economics Literature (JEL) kéd: C78, D61, D78, 120.

A legtdbb orszagban léteznek kozponti felvételi rendszerek a felsofokt, kdzép-, sot altalal]
nos iskolai beiskolazasra, vagy példaul a medikusok rezidensi elhelyezésére. A mechaniz(]
musok gyakran fekete dobozként miikddnek, nagyobb baj, hogy kdoziiliik sok rendelkezik
két elénytelen tulajdonsag valamelyikével. Az els6 a jogos irigység: a hallgatot felvették
volna egy preferalt iskolaba, de nem oda keriilt. A masik, hogy rosszul jarhat az, aki a
valddi preferencidit adja meg; tigyesen kell taktikaznia ahhoz, hogy a legjobb iskolaba
keriiljon. Ez nem kis frusztraciot okoz mind a sziiléknek, mind a jelentkezdknek.

Gale—Shapley [1962] cikke egy teljesen uj teriilet alapjait fektette le. Matematikai modell
je segitségével értékelhetjiik a felvételi rendszereket; formalizalhatjuk a fent megfogalmal]
zott tulajdonsagokat, majd matematikailag igazolhatjuk az emlitett tulajdonsagok meglétét
vagy éppen hianyat. Az elmélet azt is bizonyitja, hogy tokéletes felvételi algoritmus nincs,
azonban bizonyos specialis esetekben, amelyek a gyakorlati élet jo részét lefedik, 1éteznek
olyan javaslatok, amelyek az idedlishoz nagyon hasonlé eredményt produkalnak.

Felvételi rendszerben a pérositasok elméletét elsoként az Egyesiilt Allamokban alkall’
maztak a medikusok rezidensképzésénél. A rezidensparosité program (National Resident
Matching Program, NRMP)' évente tobb tizezer medikus elhelyezésérél gondoskodik.
1951-ben vezették be,> amikor a decentralizalt piac valsagba keriilt: egyebek mellett rend[]
szeres volt a szerz6dések megszegése egy vonzobb ajanlat esetén és a kiillonbdzo reform(]
kisérletek csak ujabb problémakat sziiltek. A hatds azonnali volt. A részvétel dnkéntes,
s ennek tiikrében nagy jelentdségii, hogy a kezdetektdl a hallgatok/intézmények bd 95

* A szerz6 koszoni Bettina Klaus, Guillaume Haeringer és Kertesi Gabor a tanulmany készitése soran adott
hasznos észrevételeit, tanacsait, egy névtelen biralo részletes és konstruktiv kritikajat, illetve az OTKA (NF[J
72610) és az Eurdpai Bizottsag (PERG-GA-2008-230879) tamogatasat.

! Korabban: National Intern Matching Program (NIMP).

2A torténelmi attekintést lasd Roth [1984]-ban.
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szazaléka részt vett a parositasban. Az 1980-as években ez az arany 85 szdzalékra mérsékl ]
16d6tt elsdsorban az orvoshazasparok miatt,* akiknek 6ssze kellett hangolniuk munkahely[
kereséstiket, ezért a rendszeren kiviil kerestek mindkettdjiik szamara megfeleld megoldast,
de késobb ez a probléma megoldddott (lasd a tanulmany masodik felében). Minek koszon!
hetd az algoritmus sikere? A stabilitasnak és az dszinteségnek (bar, mint latni fogjuk, az
utobbi csak korlatozottan érvényesiil).

Stabilitas. A decentralizalt piac problémaja, hogy a jelentkez6k az ajanlatokat idében elszor(]
va, de szoros hataridokkel kapjak. Egy késon érkezd jo ajanlat a megallapodas felriigasahoz
vagy a jogos irigységhez (4bdulkadiroglu—Sonmez [2003]) vezethet: ,,mi lett volna, ha ... ?”

Fontos hangsulyozni, hogy a jogos irigység nem a decentralizalt rendszer hibaja, el6 [
fordulhat kdzponti felvételi rendszerek esetén is. Itt is 1étezhet olyan intézmény—hallgato
paros, amely az eredményt latva, a kiilonmegallapodas mellett dont, tulajdonképpen ismét
felrugva a centralizalt rendszer szabalyait.

Oszinteség. Miel6tt egy hallgaté benyuijtja a jelentkezési lapjat, rangsorolja a célintézmé[
nyeket. Célszerli-e ebben a sorrendben megnevezni az intézményeket, vagy létezik ennél
jobb taktika is? Altalaban az 6szinteség nem kifizet6dé.

Ez tobb problémat is felvet. Hova érdemes jelentkezni, hogy a hallgat6 a lehet6 legjobb
korhazban/iskolaban kapjon helyet? Helyes-e, ha az érdemek helyett a taktika a meghatal]
roz6? Hogy bonyoldodik mindez, ha a hallgatd nem ismeri a tobbiek érdemeit/rangsorait,
sOt esetleg a sajat érdemei (példaul az érettségi eredménye) sem ismertek?

Miutan ismertettiik a parositasok irodalmanak hatterét és motivaciojat, ratériink a mate [
matikai modellek ismertetésére. Rogton leszdgezziik, hogy a matematika csak eszkoz lesz,
az eredmények nagyon is gyakorlatiak, vilagos, gyakran igen egyszerli valaszokat adnak
vilagos kérdésekre. Mivel azonban a jelolés helyenként meglehetdsen absztrakt az avatatl]
lan olvas6 szamara, ezért az altalanosabb modell helyett egy egyszeriibb bevezetésével
és targyalasaval kezdjiik. Mint majd latni fogjuk, az egyszerii modell eredményei szinte
kivétel nélkiil altalanosithatok.

A hazassagi modell

Most mar iskolakrol és felvételizokrdl beszélve, az egyszerlsités annyi, hogy feltételez(
ziik, hogy minden iskola pontosan egy hallgatot vehet fel. A nyilvanvalé parhuzam miatt

ezt hazassagi modellnek nevezziik, ahol a férfiak a hallgatok, a nék az iskolak, vagy fordit(]
va. Egy hazaspar pontosan egy férfibol és egy n6bdl all. Feltételezziik még, hogy egy férfi

és egy n6 pontosan akkor hazasodik 6ssze, ha ezt mindkét fél akarja. Konkrétan minden

férfi, illetve né maradhat nétlen, illetve hajadon, ha valamilyen oknal fogva nem talalnak

elfogadhat6 hazastarsat, vagy a szoba jovo jeloltek mar mind elkeltek. Nem zarjuk ki a vall
las lehetdségét a modellbol, ugyanakkor stabil parositasok esetén valasra nincs sziikség.

A matematikai modell alapjai

A parositas résztvevoi egyértelmiien két csoportra oszthatok: A férfiak és nék diszjunkt,
azaz atfedés nélkiili halmazat (csoportjat) M, illetve W jeldli, mig egy egyedet m, illetve w,
szamukat pedig rendre n, illetve p, tehat M = {m,, m,, ..., m, }, illetve, W= {w,, w, ..., w, }.

3 Korabban kevés orvos volt né, igy orvoshazasparok sem igen fordultak el6.
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Feltételezziik azt is, hogy minden egyed rangsorolja az ellenkezé nem képvisel6it: ha az
m férfi a w nét preferalja a w,nével szemben, az azt jelenti, hogy a {w,, w,} halmazbol val]
lasztva w,-t valasztana, tovabba hogy a halmazt barmilyen elemekkel bdvitve w,-t sosem
valasztja. Ezt a preferenciarelaciot w, >, w, alakban is felirhatjuk.

Megengedjiik azt is, hogy valaki nétlen vagy hajadon, ma divatos szoval szingli marad[]
jon. Ennek kifejezésére egy m férfi P(m) preferenciait a W U {m} halmazon fogjuk értell
mezni, azaz formailag, aki szingli, sajat magaval Iép frigyre. Feltételezziik, hogy a relaciok
teljesen rendezettek, masrészt a preferenciarelacio tranzitiv, azaz ha w, >, w, és w, > ws,
akkor w, >, w,. Az ilyen preferenciakat és gazdaikat racionalisnak nevezziik. A tovabbiak[]
ban racionalis preferenciakkal dolgozunk. Ezek felirhatok egyszerii felsorolassal, példaul:

P(m) =w,, w,, m, ws, ..., w,, avagy tomorebben P(m) = w,, w,,

hiszen azok a holgyek, akik korében szivesebben valasztja m ur a nétlenséget, a tovabbi
érvelést nem fogjak befolyasolni.

Folytatva a jelolések bevezetését. Ha a fenti jeldlést hasznaljuk az egyes férfiak és hall
sonléan a ndk szamara, akkor jeldlje P a parositas Osszes résztvevéjének a preferenciait.

Igy
P = {P(m,), P(m,), ..., P(m,), P(w)), PW,), ..., PW,)}.

A tarskeresOk piacat az (M, W, P) harmassal jeloljiik.
A tarskeresdk piacanak eredménye a hazassagok valamely halmaza, ahol tovabbra is
megengedjiik a szingliket. Matematikailag:

1. definicié (parositas). Parositasnak az M U W olyan p é6nmagara valo leképezését
ertjiik, melyre u[p(x)] = x, és w(m) = m, vagy u(m) € W, illetve p(w) = w, vagy u(w) € M.
w(x) az x hazastarsat, vagy egyszeriien parjat jeloli.

Egy parositast felirhatunk a parok halmazaként, példaul a

W (m5)
=
m, m,  m
parositasban m, hazastarsa w,, m, hazastarsa w,, m, pedig nbtlen. Beszélhetiink parosital’]
sok kozotti preferenciakrol is: pontosan akkor p > v, ha p(x) >, v(x), tehat nincs irigység
vagy mas externalia.

Stabilitas
Miutan bevezettiik a jelolést és az alapfogalmakat, ratériink az elsd 6 kérdésre: a stabilitasra.

Egyéni racionalitas. A parositas egyik alapfeltételezése az volt, hogy mindenki maradhat
szingli. Tegyiik fel, hogy a p parositas m-t w-vel hazasitja és hogy m >, w, azaz ham a
w-vel valo hazassag ¢s a ndtlenség koziil az utdbbit valasztja. Vegyiik észre, hogy ahhoz,
hogy m nétlen maradjon, nincs sziiksége senkinek a beleegyezésére. Azt is tudjuk, hogy a
hazassag a felek kolesonds beleegyezése alapjan johet csak 1étre. A fentiek alapjan aligha
remélhetjiik, hogy m beleegyezik a w-vel valo hazassagba, hiszen azzal, ha nemet mond,
automatikusan egy masik parositas jon létre, ahol 6 nétlen marad, amit 6 preferal. Tehat m
blokkolja a p parositast.

Mivel nincsen semmilyen akadalya annak, hogy egy jatékos hasonlé médon blokkoljon
egy parositast, kizarélag olyan parositasokkal érdemes foglalkozni, amelyek mentesek az
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ilyen tipusu instabilitastol. A tulajdonsagot a kooperativ jatékelméletbdl ismert hasonld
koncepcid utan egyéni racionalitasnak nevezziik.

2. definicio (egyéni racionalitas). Egy pdrositis egyénileg raciondlis, ha minden egyén
elfogadhato a parja szamara, azaz ha egyik egyed sem blokkolja.

Bar az egyéni racionalitas jogos kovetelmény, azonban régton felmeriil a kérdés, hogy
1étezik-e egyaltalan olyan parositas, ami teljesiti ezt a feltételt. Fontos, hogy olyan parosito
mechanizmust keressiink, amely minden tarskeresé piacra mitkodik.

Jelen esetben a valasz pozitiv, hiszen az a parositas, amely minden egyedet dnmagaval
parosit, definiciobol adédoéan egyénenként racionalis. Nos, ez a parositas — ha egyaltalan
nevezhetd annak — aligha az, amit kerestlink. Természetesen sok mas egyénileg racionalis
parositas is létezik, illetve létezhet. A tovabbiakban egy hasonld, am mar a parokra vonat!|
koz¢ stabilitasi tulajdonsagot fogunk vizsgalni.

Stabil parositasok. Ha valamely p parositas soran Iétezik egy olyan m férfi és w nd, hogy

w > u(m) és m >, u(w), azaz m és w szivesebben hazasodnanak egymassal, mint kije[
161t partnereikkel, aligha kényszerithetjiik ket a tarskeres6 altal javasolt hazassagokra.

Fontos hangsulyozni, hogy egy ilyen tipusu blokkolas sokkal bonyolultabb, hiszen itt az

egyoldalu szakitds 6nmagéaban értelmetlen, kell hozza a kiszemelt partner hasonl6 1épése

is. Ha azonban megengedjiik a felek kozott a kommunikaciot, feltételezhetjiik, hogy azok

a parositasok, ahol ilyen blokkol6 parok eléfordulhatnak, nem hosszu életiiek.

3. definicio (stabil parositas). Egy pdrositdst akkor neveziink stabilnak, ha sem egyének,
sem parok nem blokkoljdk.

Ha egy hazassagkdzvetitd stabil parositast javasol ligyfeleinek, akkor hiaba elégedetlen
az egyik érintett, a ,,jobb” partnerek nem fognak vele szoba allni. Fontos hangsulyoz[]
ni, hogy ha az érintettek kotelesek elfogadni a javaslatot, akkor a parositas stabilitasanak
nincs igazan jelent6sége (legfeljebb banhatjak, hogy nem mashogy alakult), viszont ha
nem, akkor csak stabil parositasokat érdemes javasolni.

Tehat csak és kizarolag stabil parositasokkal érdemes foglalkozni. Létezik-e ilyen pall
rositas?

A Kkésleltetett elfogadasi algoritmus. A kérdés megvalaszolasahoz mi sem egyszeriibb,
mint mutatni egy stabil parositast. Természetesen a kérdés tetszéleges szamu férfi és nd,
illetve tetszdleges preferenciaprofil [0sszegezve: tetszdleges (M, W, P)] esetén felmeriil,
tehat a konkrét megoldas helyett a megoldasra vezetd algoritmust fogjuk leirni.

1. tétel (Gale—Shapley [1962]). Minden tarskereso piacnak van stabil parositasa.

Bizonyitas. A stabil parositas a kovetkezd algoritmussal hatarozhaté6 meg (Roth [2008]
alapjan).

0.1épés. Az esetlegesen el6forduld kdzombos preferencidkat dnkényesen feloldjuk.
(Példaul, ha az m kdzombds a w; és w; n6k kozott, akkor legyen w; >, w,, vagy w, >, w,,
mindkét esetben stabil parositast fogunk kapni.)

l.a 1épés. Minden férfi megkéri az altala preferalt n6 kezét.

1.6 1épés. Minden né elutasitja a szamara elfogadhatatlan ajanlatokat. Ha egy n6 kezét
egynél tobb elfogadhatd férfi kérte meg, a legszimpatikusabbat egyelére nem, a tobbit

kikosarazza.
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k.a 1épés. Ha egy férfit a k — 1-edik lépésben elutasitottak, megkéri a legszimpatikusabb
olyan holgy kezét, akinél még nem probalkozott (s aki igy eddig nem is kosarazta ki 6t).

k.b1épés. A ndbk a legszimpatikusabb (elfogadhato) kérd kivételével a tobbit kikosarazzak.

STOP Ha egy korben nincs 0j lanykérés, az aktualis parok dsszehdzasodnak. Azok
a ndk, akik nem kaptak (elfogadhato) hazassagi ajanlatot, illetve azok a férfiak, akik ,,kil
fogytak™ az elfogadhat6 hdlgyismerdsokbol, szinglik maradnak.

Vegyiik észre, hogy az algoritmus soran egy férfi ugyanannak a nének csak egyszer
kérheti meg a kezét. Ha ugyanis egyszer mar elutasitasra keriil, az algoritmus definicioja
miatt annal a holgynél tobbet nem probalkozik. (Ez érthetd, hiszen a preferencidk tranzil|
tivitasa miatt aligha remélheti, hogy egy ijabb probalkozassal szerencsésebb lesz.) Mivel
minden korben legalabb egy férfi megkéri valamely né kezét, és mivel a lehetséges lany(|
kérések szama véges, ezért ennél nem is lehet tobb lanykérés az algoritmus futasa alatt,
tehat az algoritmus véget ér.

A stabilitas bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy valamely m férfi szivesebben hazasod![]
na w-vel, mint az algoritmus altal meghatarozott p(m)-mel, azaz w >, u(m). Ekkor w
elfogadhaté m szdmara, és m az algoritmus soran megkérte w kezét. Az tehat, hogy
nem hazasodtak 0ssze, csak ugy lehetséges, hogy w talalt egy masik m’ férfit, amelyre
m' >, m. Ez a férfi vagy w kés6bbi hazastarsa, tehat m’ = u(w), vagy szintén elutasitas(’]
ra keriilt, és igy (a tranzitivitast felhasznalva) p(w) >, m’. Mindkét esetben igaz tehat,
hogy p(w) >, m, azaz m és w nem blokkoljak a parositast. Végiil, mivel a férfiak csak
elfogadhat6 nok kezét kérik meg, a n6k pedig az elfogadhatatlan férfiakat kikosarazzak,
az egyéni racionalitas is teljesiil. Ezt a procedurat késleltetett elfogadasi algoritmusnak
nevezzilk, hogy hangsulyozzuk a tényt, hogy a nék nem kdtelesek azonnal elfogadni a
pillanatnyilag legjobb ajanlatot. A jobb érthetdség céljabol tekintsiik a kdvetkezd példat
(Roth—Sotomayor [1990] 29. 0.):

1. példa (példa a késleltetett elfogadasi algoritmusra). A kovetkez6 (M, W, P) tarskeresd
piacot vizsgaljuk:

P(my) = wy, wy, wy, wy
P(my) = Wy, Wy, Wi,
P(ms) = wy, wy, wi, w,
P(m,) = wy, wy, wy, w,
P(ms) = wy, wy, w,

P(w,) = my, my, my, my, ms
P(w,) = my, my, my, my, ms
P(w;) = ms, my, my, my, my
P(w,) = my, my, ms, my, my

— Minden férfi szdmara van elfogadhat6 no.

— Az m,, m,, m; megkéri a w,, az m, és m, pedig a w, kezét.

— A w, akér6i koziil m,-t, w, pedig az m,-t jegyzi el, az m,, ms €s m, elutasitasra keriil. A
dolgok jelenlegi allasa szerint a parositas a kovetkezoképpen alakul:
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— A kikosarazott férfiak ujra valasztanak. Az m,, m, €s m, rendre a w,, w, és w, kezét
kéri meg.
—Mivel m, >, m, ezért w, elutasitja korabbi jegyesét, és helyette m, -t jegyzi el. Most a

parositas igy alakul:

wow, Wy W,
m, ms my m,

— A kikosarazott m, most w, kezét kéri meg és ezzel kiiiti helyérél m,-ot. igy

w,ow, Wy W,
m, m, m; m,

— Most m; a harmadikként preferalt w,-nél probalkozik, aki kikosarazza. Mivel minden
szamara elfogadhatd n6 kikosarazta, nétlen marad, s ezzel kialakul a végleges parositas:

wi oW, wy owy (ms)

m,  m, my m, M

Ezt a parositast y,,-mel jeloljiik, hangstlyozva, hogy itt a férfiak voltak a kezdeménye[
70k (leanyvasar). Legényvasar esetén mas parositast kapunk, ami természetesen szintén
stabil:

wioow, owy owy (my)

My =
m, my; m, m, m

Nem nyilvanval6 és talan némileg meglepd, hogy minden férfi az els6, minden néd az
utobbi parositast preferalja.

4. definicié. Egy adott (M, W, P) hdzassagi piacra a p stabil parositas M-optimalis, ha
minden férfi szamara legaldbb olyan kedvezd, mint barmely mdsik y' stabil parositas, azaz
W >, - Hasonlé médon v W-optimdlis, ha minden né szamdra legaldbb olyan kedvezd,
mint barmely masik v' stabil parositds, azaz v >, v

Ez azt jelenti, hogy p minden egyes férfi szamara jobb (vagy nem rosszabb), mint bar(]
mely mas stabil parositas. Bar p, illetve v nem a legjobb parositas minden egyes férfi,
illetve n6 szamara, mondhatjuk azt, hogy az elérhetd legjobb.

Tekintve, hogy a parositasok soran a férfiak, illetve a ndk egymassal versenyeznek a
masik nem képviseldiért, azt gondolhatnank, hogy olyan parositas, ahol érdekeik mégis
talalkoznak, nem, vagy igen ritkan 1étezhet. Igen meglepd tehat, hogy ilyen parositas pedig
igenis létezik!

2. tétel (Gale—Shapley [1962]). Minden (M, W, P) tarskeresé piacra létezik M-optimalis és
W-optimalis parositds is, és ezek pontosan a késleltetett elfogadasi algoritmus dltal leany!]
vasar, illetve legényvasar esetén meghatdrozott p,, illetve p, stabil parositdsok.

Knuth [1976] azt is igazolta, hogy /1,,a n6k szamara, i, pedig a ferfiak szamara a lehetd
legrosszabb stabil parositas. Altalanosan igaz, hogy ami a férfiaknak jobb, az a ndknek
rosszabb, és forditva.
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Oszinteség és stratégiai kérdések

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a tarskeresd piac résztvevoi mindig pontosan a prefel
rencidik szerint cselekszenek. Példaul, tegyiik fel, hogy a késleltetett elfogadasi algorit[]
musban a férfiak barmely nének megkérhetik a kezét, a ndk pedig barmelyik kér6 ajanlatat

elfogadhatjak. Vajon ekkor mindig a preferencidik szerint fognak cselekedni? Hasonldan:

ha a dontést egy hazassagkozvetitére bizzuk, vajon a résztvevok valddi preferencidikat

fogjak megadni?

Ha barmelyik kérdésre ,,nem” a valasz, akkor adodhatnak olyan helyzetek, amikor val]
lamely résztvevo kedvezébb hazastarssal keriil parositasra, amennyiben a hazassagkozve!
titét félrevezeti preferenciait illetéen. Ezt stratégiai viselkedésnek vagy egyszeriien taktil]
kazasnak nevezziik. A kérdésre nagyon kdnnyen megadhatjuk a valaszt, ehhez elegend6 a
kovetkez6 példat megvizsgalni.

2. példa. Ahol az 6szintétlenseg jovedelmezo.
Vegyiik ismét a 1. példat! Mint emlékezetes, az alabbi M-optimalis parositast kaptuk:

wow, wy owy (my)

My =
m, m, m, m, ny

azaz a w, az m,-gyel lett Osszeparositva, aki az 6 harmadik valasztasa.

Most vizsgaljunk egy modositott (M, W, P’) piacot, ahol w, taktikai megfontolasbdl a
P'(w)) = m,, m,, m,, ms, m, preferenciat jelenti be, mig a tobbiek preferencigja valtozatlan!
Emlékeztet6iil eredetileg P(w,) = m,, m,, m,, m,, ms. Ekkor a kdvetkezd parositast kapjuk:

, wiowy, wyowy, (my)

W =
m, m, m, m, M

Lathatjuk, hogy itt w, parja ms, ahol m; >, m,, tehat az szintétlenseg lehet kifizet6dd.

Ez mindenképpen rossz hir, de szeretnénk tudni, hogy mennyire. Mik az dszintétlenség
okai? Kik fognak taktikdzni? Léteznek olyan piacok, ahol az 6szinteség mindig kifizetd
d6? Végiil felmeriil az a kérdés is, hogy mindez miként egyeztethet6 Gssze a stabil parosil]
tasok elméletével. Ott ugyanis a résztvevok altal megadott preferenciak szerint alakul ki
egy stabil parositas: ha ezeket rendszeresen valétlanul adjak meg, semmit nem tudunk a
stabilitasrol az eredeti, valds preferenciak tiikrében.

A kérdést egy altalanos stratégiai modell keretei kozott tudjuk megvizsgalni.

Stratégiai modell. Ismét egy (M, W, P) tarskeres6 piacot vizsgalunk. Feltételezziik, hogy
van egy hazassagkozvetitd, aki valamilyen algoritmus ¢€s a jelentkez6k megadott preferen(]
ciai alapjan készit egy parositast. Feladjuk tehat az idealista elképzelést, hogy mindenki a
valds preferenciait fogja megadni, bar éppen arra téreksziink majd, hogy rabirjuk az érin[]
tetteket az Gszinteségre. A megadott preferencidk profiljat QO-val jeldljiik, és a kozvetitd
ezen preferenciak fiiggvényében késziti el a 1 = h(Q) parositast.

Egy pillanatra tgy tiinhet, hogy kihagytunk egy 1épést. Miért bizzuk hirtelen a k6z[
vetitére a parositast? A két modszer kozott 1ényegi kiillonbség nincs, hiszen most a piac
résztvevoi nem arulnak el tobbet, mint hogy az egyes helyzetekben hogyan cselekednének,
mig e lépésaek célja rejtve marad a kdzvetito eldtt.

Ez a megkozelités megfelel egy nem kooperativ jatékelméleti modellnek. A hazal]
sulandok a jatékosok, stratégiaik a lehetséges preferenciaprofilok, amelyekbdl a koz-
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vetitd 1étrehoz egy parositast. Végiil a hasznossagot a valds preferenciak alapjan allal’
pithatjuk meg.

A legjobb valasz. A tovabbiakban i-vel jeloljiik a hazassagi piac valamely résztvevojét.
Mivel a Q tulajdonképpen a résztvevok stratégiai dontéseit dsszegzi, ezért az egyszeriiség
stratégiaprofiljat pedig Q , -vel jeldljik, azaz O = (Q,, O_). Ekkor Q' = (0}, O_)) a Q pro[]
filtol csak i megadott preferenciaiban tér el, mig a tobbiek megadott preferenciai valtozat(]
lanok.

Ekkor a tobbiek adott Q_, stratégidjara adott Q;stratégiat legjobb vdlasznak nevezziik,
ha barmilyen Q-t valasztva

Qi Q) 2 h(Q,, Q).

A legjobb valasz nem feltétleniil egyértelmii, azaz lehet tobb legjobb valasz is, ezek
természetesen ugyanazt a part eredményezik i-nek.

Ha valamely Q; minden Q_,-re legjobb valasz, akkor domindns stratégidanak nevezziik.

Lehetetlenségi tétel. Most ratériink a kozvetitd altal hasznalt algoritmus vizsgélatara.
Tulajdonképpen csak az algoritmus bemenete és eredménye érdekes, részletei érdek(]
telenek. Igy szerencsésebb az algoritmus helyett a parosito mechanizmus elnevezés,
formailag egy A fliggvényrdl van szd, ami egy tetszlleges (M, W, P) piachoz egy h(Q)
parositast rendel.

Egy 1 parositas Pareto-optimalis, ha barmely mas p' # p parositashoz létezik olyan
i egyed, hogy u' <, u. Egy parosité mechanizmus Pareto-optimalis, ha minden piachoz
Pareto-optimalis parositast rendel.

Egy parositd6 mechanizmus stratégiabiztos (vagy taktikamentes), ha a mechanizmus je [
lenlétében az egyedek valos preferencidikat adjak meg, azaz ha a mechanizmus eredmé(|
ny€t, a parositast nem befolyasolja az a tény, hogy megenged;jiik a taktikazast. Mivel ekkor
arésztvevok felfedik valos preferencidikat, az ilyen mechanizmusokat felfedési mechaniz/
musoknak is nevezziik.

A kérdés az, hogy a most bevezetett tulajdonsagok mennyiben Gsszeegyeztethetok egyl]
massal, illetve a stabilitassal. Roth [1982] ezen kapcsolatokat vizsgalta és bar vannak jo
hirek is, f6 konklizidja negativ.

— Nincs olyan parositdé mechanizmus, mely stratégiabiztos és stabil parositast ered!]
ményez.

— Léteznek ugyanakkor olyan mechanizmusok, amelyek stabil parositast eredményez|[]
nek, és a férfiak vagy a nok felfedik valos preferenciaikat.

— Léteznek tovabba stratégiabiztos, Pareto-optimalis mechanizmusok.

3. példa (stratégiabiztos Pareto-optimalis mechanizmus). Allitsuk sorba a férfiakat:
my, m,, ...! Vizsgaljuk a kovetkez6 mechanizmust: m, a szamara legkedvesebb holgyet
valasztja. m, a maradékbol valaszthat, ... és igy tovabb: m, csak azokat a holgyeket val]
laszthatja, akiket m, ..., m, , még nem valasztott, viszont a maradékbol kivalaszthatja a
szamara legvonzobbat. A parositas ezek utan értelemszeri. Vildgos, hogy a férfiaknak
érdekében all preferenciajuk felfedése. Ugyanakkor a nék preferencidja nem befolyasolja
a végeredményt, tehat fel nem fedése sem, azaz a néknek sem all érdekiikben stratégiai
megfontolasokhoz nyulni. A Pareto-optimalitas pedig garantalt, hiszen minden férfi a szall
mara legkedvesebb nét valasztotta a megmaradt holgyek koziil: barmely mas parositassal
valamelyikiik rosszabbul jar.
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Az amerikai NFL profi futball-liga ilyen mechanizmus szerint veszi fel a végzett egye!(
temista jatékosokat. Itt a csapatok sorrendjét az el6z6 szezonban elért eredményiik hatall
rozza meg, lényegében forditott erésorrendben valasztanak. Hasonld6 modon az Egyesiilt
Allamok Tengerészeti Akadémiajanak végzés kadétjai tanulmanyi eredményeik szerinti
rangsorban valaszthatnak a betdltendd poziciok koziil.*

A véletlen sorozatos diktatura ennek moddositott valtozata (Abdulkadiroglu—Sonmez
[1998], [1999]), ahol a hallgatok véletlen sorrend szerint valaszthatjak az altaluk legjobb(]
nak itélt, még elérhetd iskolat.

Sajnos a kovetkez6 tétel, amelyet bizonyitas nélkiil kozliink, igazolja, hogy az 0szinte!
ség és a stabilitas — altalaban — nem Gsszeegyeztethetdk.

3. tétel (lehetetlenségi tétel) (Roth [1982]). Nincs olyan stabil parosito mechanizmus,
amelyben a valos preferenciak felfedése minden jatékos szamara dominans stratégia.

A tétel azt jelenti, hogy nincs olyan mechanizmus, amelyre barmely valos preferenciaprofil
esetén teljestil a két tulajdonsag. A tételt Alcalde—Barbera [1994] tovabb erdsitette (4. tétel).

4. tétel (Alcalde—Barbera [1994]). Nincs olyan Pareto-optimalis és egyénileg raciondlis
parosito mechanizmus, amelyben a valos preferencidk felfedése domindns stratégia.

Mivel sok olyan alkalmazas 1étezik, ahol csak az egyik oldal stratégiai, érdekes azokat
az eseteket is vizsgalni, ahol csak az egyik oldal stratégiai viselkedése kérdéses. Az 5.
tételt is bizonyitas nélkiil kozoljiik.

5. tétel (Dubins—Freedman [1981)). Az M-optimalis stabil parositast eredményezd me!
chanizmusban a férfiak szamara dominans stratégia a valodi preferenciaik felfedese.

A tétel nem mond semmit a ndk viselkedésérdl az M-optimalis stabil parositassal kap(
csolatban. Mivel az ¢ érdekeik ebben az esetben épp ellenkezdk, joggal feltételezziik, hogy
az M-optimalis stabil parositas alkalmazasa és tobb stabil parositas esetén lesz olyan nd,
aki jol jar azzal, ha valdtlanul adja meg preferenciait (Gale—Sotomayor [1985]).

A targyalast végiil egy meglehetdsen altalanos tétellel zarjuk, amely kimondja, hogy bar
egyes csoportok manipulalhatjak preferencidikat, ez sohasem lesz a csoport minden tagja
szamara dominans stratégia.

6. tétel (a sikeres manipulacio korlatairol) (Demange és szerzétarsai [1987]). Ha P jel]
1oli a valodi preferencidkat és P-ben csak a résztvevok valamely S részhalmazdanak prefel]
rencidai térnek el, akkor nincs olyan P szerint stabil parositas, amit az S koalicio minden
tagja preferal minden P szerint stabil parositassal szemben.

Ezek és még sok mas kevésbé izgalmas tétel jelzi, hogy a stratégiai viselkedésnek szel
repe van, de nem akkora. Felmeriil a kérdés, hogy ha minden résztvevo él a preferenciak
stratégiai manipuldlaséval, akkor mindez hova vezet, kialakul-e egy egyensuly, amib6l
azutan meghatarozhatjuk az egyensulyi parositast. Az ilyen tipust egyensuly meghataro
zasahoz visszatériink a probléma normalis alakjahoz, és a legjobb valasz alfejezet elején
bevezetett fogalmahoz.

5. definicio. A Q stratégiai preferenciaprofil egyensulyt alkot, ha minden Q,legjobb val
lasz a tobbiek adott Q_,stratégidira.

4 Roth—Sotomayor [1990] idézi a New York Times 1986. januar 30.-i szamat.
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Ezt az egyensulyt a jatékelméletben Nash-egyensulynak is nevezziik (Nash [1950],
[1951]). A fogalmat felhasznalva, Roth [1982] tételét Gigy is megfogalmazhatjuk, hogy nincs
olyan stabil parositasi mechanizmus, amelyre mindig egyensulyi a preferenciak felfedése.
Egyensulyi profil esetén senki sem jar jol egy egyoldalu mddositassal, igy az egyensuly
onmegerdsitd. A (i) megnevezése mint egyetlen elfogadhatd par minden egyes i részt[]
vevl szamara egy trividlis Nash-egyensulyt alkot, tehat az egyensulyi parositas 1étezése
garantalt. Ez azonban nem zarja ki més, esetleg stabil egyensulyi parositasok 1étezését.

A tovabbiakban elkoszoniink a hazassagi piacoktodl, és ratériink a sok az egyhez parosil]
tasok vizsgalatara.

Sok az egyhez parositasok — felvételi modellek

A bevezetdben targyalt rezidensi felvételi — vagy hasonldan a magyar felsdoktatasi felvél]
teli rendszer — szintén parositasi probléma. Itt a parositandok az iskolak (tulajdonképpen a
szakok) €s a jelentkezok. A korabbiakhoz hasonldan a jelentkezk rangsorolni tudjak az is[
kolakat/kérhazakat, mig az utobbiak is rendelkeznek a hallgatok valamilyen rangsoraval.

Vannak ugyanakkor fontos kiilonbségek is. Mig a hazassdgi modellben minden férfi és
nd pontosan egy személlyel alkot part, addig a felvételi soran egy-egy iskola tobb hallgatot
is felvehet. A parositas eredménye egy diak szamara a felvételt jelenti valamely intézmény!(
be, vagy a magaval vald parositast, azaz semelyik elfogadhatd helyre nem vették fel. Egy
intézmény a szabad helyek koziil tetszéleges szamut feltolthet; az iresen maradt helyekre
az iskolat 6nmagéaval parositjuk.

A modell alkalmazhat6é mas parositasi problémakra is, mint példaul allaskeresok és cél
gek kozti kozvetitésben, de az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban hallgatokrol és iskol]
lakrol fogunk beszélni.

Matematikai modell

A parositas résztvevdi az iskolak C = {C|, C,, ..., C,} és a hallgatok S = {s, s,, ..., 5,,}- A
hallgatok az iskolakat, az iskolak pedig a hallgatokat rangsoroljak. Feltételezziik, hogy
minden preferencia teljes és tranzitiv. A korabbiakhoz hasonldan itt is egyszerii felsorol
lassal irjuk le a preferencidkat, és elhagyjuk az elfogadhatatlan parositasokat. igy példaul
P (C)) = s,, 55, illetve P(s,) = C;, C,, C,. Konkrét dsszehasonlitiasban C; > C;, ha az s hall™]
gat6 preferdlja a C; iskolat a C-vel szemben. Az s; hallgato elfogadhat6 a C iskola szamara,
ha s, >, C [ahol megengedtiik az egyenldséget, azaz a kozombosséget (indifferenciat) is].

Elsé 1ényegi kiilonbségként feltételezziik, hogy egy C iskola ¢¢ hallgatot vehet fel. A g©-t
az iskola kvotajanak nevezziik.

A kovetkezo definicidhoz, amely nem mas, mint a fentieck matematikai megfogalmazal
sa, sziikségilink van egy 0j fogalomra. Egy adott X halmaz elemeinek rendezetlen csaladjan
X elemeinek egy gytijteményét értjiik, ahol megengedjiik az ismétldédést is.

6. definicio (parositas). A u parositas egy olyan fiiggvény, amely a C U S halmaz elemeil
hez a C U S halmaz rendezetlen csalddjait rendeli, mégpedig ugy, hogy

L u@s)| =1 és u(s) = s, vagy u(s) € C, azaz minden hallgatot pontosan egy iskolahoz
vagy onmagahoz rendeli.

2. (O] = ¢, azaz minden iskoldhoz egy olyan csalddot rendeliink, melynek kardinal
litasa pontosan az iskola kvotajaval egyezik. Megkétés tovabba, hogy ha a csaladnak r
eleme hallgato (|u(C) N S| = r), akkor a maradék q¢ — r helyet 6nmagaval, C-vel télti fel.



432 Koczy A. Laszlé

3. Akkor és csak akkor u(s) = C, ha s a ;(C) csaladba tartozik, azaz a parositas kélesonds.

A parositasokat a korabbiakhoz hasonldan abrazoljuk, tehat

= G G (sy)
] Slasza CIJCI S4 S3

azt jelenti, hogy ¢ = 4, ebbdl két helyet toltott fel hallgatokkal, C, csak egy hellyel rendel [’
kezett, amit sikeresen fel is toltott, mig s, felvételije sikertelen volt.

Preferenciak

A héazassagi modellben a parositasok kozti preferencidk kérdésén hamar tujutottunk:

minden résztvevé a hozzarendelt parja alapjan rangsorolta a parositasokat. Tehat ha

14,(x) > (), akkor (és csak akkor) p, >, i,. Ez a gondolatmenet a hallgatokra tokéletesen

illik itt is, azonban az iskolakat itt nem hallgatokkal, hanem hallgatok csoportjaival paro
sitjuk, igy mindenekel6tt azt kell tisztdzni, hogy az iskolak hogyan rangsoroljak ezeket a

hallgatoi csoportokat.

A C iskola csoportokra vonatkozo preferenciait p* (C)-vel jeloljik. Elvben P (C) barmi
lehet, ugyanakkor joggal feltételezhetjiik, hogy a preferenciak fogékonyak: ha a hallgatok
egy adott halmazaban valamely hallgatot egy, az iskola altal felallitott hallgat6i rangsorban
elérébb szerepld hallgatdra cseréliink, a tobbit pedig valtozatlanul hagyjuk, akkor az iskola
a kapott halmazt preferalja. Altaldnosan:

7. definicio. 4 hallgatok részhalmazain értelmezett P#(C ) reldcio fogékony [az egyéni halll
gatokra definialt P(C) preferenciakra), ha

(O U {s'}lis} >c (C) & 5" >cs,

ahol, értelemszeriien az elso preferenciareldcio P#(C )-re, az utobbi P(C)-re vonatkozik.

A fogékonysag nem minden helyzetben 4llja meg a helyét. Igy, bar felvételi modellnek
nevezhetd a cégek és allaskeresdk piaca, az egyes felvehetd alkalmazottak esetlegesen
komplementer képességei miatt ezekben a modellekben a preferenciak nem lesznek fol
gékonyak. Az ilyen piacok részletes targyalasa meghaladja e dolgozat kereteit, tovabbi
részletekért lasd Kelso—Crawford [1982].

Bar a fogékonysag némileg korlatok koze szoritja a P#(C ) relacio lehetséges valtozatait,
nem hatarozza meg példaul az iskola rangsoraban elsd és negyedik, illetve masodik és
harmadik helyen levé hallgatok altal alkotott halmazok rangsorat. Forditva viszont egyl(|
ertelmu a kapcsolat: p* (C) egyértelmiien meghatarozza a P(C) preferenciarelaciot [hiszen
P (C)-t definidljuk az egy hallgatébol all6 csoportokra is].

Stabilitas

Akar a hazassagi modellben, itt is feltételezziik, hogy a felvételhez a felek kdlcsonds bel
leegyezése sziikséges, igy nem szamithatunk olyan parositasokra, ahol u(s) = C, és vagy
a hallgato elfogadhatatlan az iskola, vagy az iskola a hallgaté szamara. Ellenkez6 esetben
az érintett résztvevo blokkolhatja a parositast. Az ilyen blokkol6 hallgatoktol és iskolaktol
mentes parositasokat egyénileg racionalisnak nevezziik.
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Hasonldan, a C iskola és az s hallgatd blokkolhatja az adott p parositast, ha u(s) # C,
¢és mindketto preferalja a masikat (az egyik) jelenlegi parjaval szemben, azaz C >_ p(s) és
s > 0, ahol o € p(C) lehet hallgato, vagy maga C, azaz egy iires hely.

8. definicio (stabil parositas). Egy parositds stabil, ha egyénileg raciondlis, és semelyik
hallgato—iskola paros nem blokkolja.

Elvileg ez a fajta stabilitas a torténetnek csak része, de hamarosan igazoljuk, hogy a
tobb hallgatobdl és esetleg tobb iskolabol allo blokkolod koaliciokra is kiterjesztett stabilitas
egybeesik a 8. definiciobeli stabilitassal.

Azt mondjuk tehat, hogy egy p parositas csoportosan instabil, avagy egy koalicio blok!]
kolja, ha 1étezik egy A koalicié és egy p' parositas, hogy minden egyes s € 4 hallgatéra és
minden egyes C € A4 iskolara

— 1'(s) € 4, tehat az érintett hallgatok az érintett iskolak valamelyikével lesznek 6sszel
péarositva,

— w'(s) >, u(s), tehat az 0 parositast preferaljak,

—ha o € i/'(C), akkor 0 € 4 U p(C), tehat C 1j hallgatokat csak A-bol merithet,

— 1'(s) >, pu(C), tehat az érintett iskoldk is az 11j parositast preferaljak.

Osszegezve: Minden, a véltozasban érintett hallgato és iskola az 0j parositast preferélja.

9. definicio. Egy pdrositas csoportosan stabil, ha nem blokkolja semmilyen koalicio.
7. tétel. Egy parositas pontosan akkor stabil, ha csoportosan stabil.

Mivel egy hallgato—iskola paros is koalicio, ha egy parositast egy ilyen par blokkol (azaz
ha nem stabil), akkor csoportosan is instabil. Azaz, ha csoportosan stabil, abbol kovetkel]
zik, hogy stabil.

A masik iranyhoz a fogékonysagot hasznaljuk. Ha ugyanis egy parositast blokkol egy
koalicid, akkor létezik olyan blokkol6 hallgaté—iskola par, amely mindkét tagja jol jar (ha
nincs hallgato6 a blokkol6 koalicidban, akkor egy még egyszertibb esettel van dolgunk, amit
az olvasora bizunk), méghozza az iskola egy rosszabb hallgatot cserél le.* Ekkor viszont ez
a paros a koaliciotol fiiggetleniil is blokkolna a kiindulasi parositast, tehat az nem stabil.

Kapcsolat a hazassagi modellel

A 7. tétel jelentsége messze talmutat a tényen, hogy tovabbra is a jol ismert stabilitas[]
fogalmat hasznalhatjuk, azaz hogy elegendé a kis koaliciokat figyelemmel kisérniink. A
tételbdl kovetkezik, hogy elegendd a résztvevok egyénekre vonatkozd P preferenciaival
foglalkozni! Tehat el is felejthetjiik a csoportokra vonatkoz6 preferenciak koriili problémal]
kat. Mindez azt sugallja, hogy a felvételi és a hazassagi modell kozott a kapcsolat sokkal
szorosabb, mint gondoltuk, s ez azt a reményt ébresztheti benniink, hogy az ott kapott
eredmények kdnnyen altalanosithatok a felvételi modellre.

Hogy ezt megvizsgaljuk, a (C, S, P) felvételi piacot hdzassagi piacca alakitjuk. Ehhez
els6ként az egyes iskolak altal kinalt helyeket kiilon-kiilon résztvevoként fogjuk vizsgalll
ni, azaz tulajdonképpen a C iskolat ¢© darabra bontjuk: ¢, c,, ..., ¢, amelyek atveszik C
preferencidit. Ugyanigy, a hallgatok is egyforman vélekednek a ¢y, ..., ¢, helyekrdl, tehat
az egyszerliség kedvéért a hallgatok altal az iskolakrol felallitott rangsorban C helyére

5 A blokkol6 koalicioba beleférnek olyan hallgatok is, akikkel kiilon nem jarna jol az iskola, ezért kell itt ovall
tosnak lenni.
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megfelel a hazassagi piacnak.

8. tétel. A felvételi probléemaban pontosan akkor stabil egy parositas, ha a megfelelé ha
zassdagi piaci parositds is stabil.

Eme tételen keresztiil sok korabbi eredmény, példaul a stabil parositasok Iétezésére vol]
natkozok, atvezethetOk a felvételi problémara. Sajnos, ez igaz a negativ eredményekre is.
Mivel a hazassagi modell a felvételi modell specialis esete (ahol minden iskola legfeljebb
1 hallgatét vehet fel) itt is igaz a 3. (lehetetlenségi) tétel, azaz nincs olyan stabil parosito
mechanizmus, ahol az §szinteség dominans stratégia lenne.

Ugyanakkor tobb olyan tételt is megfogalmaztunk optimalitas tekintetében, ahol az
eredmény egy kicsit mas lesz, ha figyelembe vessziik azt is, hogy az egyes helyek valdjall
ban egyiitt alkotnak egy résztvevot, aki mindig egy ilyen, ha ugy tetszik, koaliciot alkotva
hozza meg dontéseit.

A Gale—Shapley-algoritmus és tulajdonsagai

A tovabbiakban bizonyitas nélkiil soroljuk fel a f6bb tételeket. Mindencekeldtt az Egye! |
siilt Allamok orszagos rezidensparositd programjanak (NRMP) algoritmusat 6vezd siker
nyitjat probaljuk felfedni.

9. tétel (Roth [1984]). Az NRMP algoritmus (lasd Fiiggelék) stabil parosito mecha!

nizmus.

Ez a tétel megmagyarazza, hogy miért volt olyan sikeres a kdzpontositott felvételi: a
javasolt parositas stabil, tehat nincs olyan medikus—korhaz paros, amelyen javitani tud.
Igy mindenki elégedett lehetett a kapott parositassal.

10. tétel (Roth [1984]). Az NRMP algoritmus barmely megadott preferenciaprofil esetén
a korhazak szamdra optimalis stabil parositast eredményez, azaz az NRMP algoritmus
barmely megadott preferenciaprofil esetén a H, korhazat az elérheté legnagyobb szamii és
ezen beliil az elérhetd, dltala legelorebb rangsorolt hallgatoval parositja.

Ez a tétel egyszerre igazolja, hogy Iétezik a korhazak szamara optimalis stabil parositas,
illetve hogy az NRMP algoritmus pontosan ezt allitja el6. Miel6tt ebbdl tul messzire mend
kovetkeztetéseket vonnank le, tekintsiik a /1. tételt.

11. tétel (Roth [1985]). A hallgatok szamara optimalis stabil parositas gyengeén Paretol]
optimalis, viszont a korhdzak szamara optimalis stabil parositas nem feltétleniil az.

A tétel elso fele a hazassagi modellekre kapott eredményekbdl kovetkezik, mig a maso [
dik részre Roth [1985] mutat egy példat, ahol a Pareto-optimalitas sériil.

Végiil néhany eredmény (NRMP) ellen megfogalmazott kritikakkal kapcsolatban.

Az els6 ilyen nem pusztan kritika, vilagosan megfigyelhetd tény ugyanis, hogy ahogy
n6 a végzos medikusok kozott az orvos—orvos hazasparok szama, csokken az NRMP-ben
vald részvétel aranya. Vilagos, hogy az NRMP a hazasparokat nehezen kezeli, de vajon
létezik-e jobb megoldas. A hazasparok szamara ugyanis nemcsak az egyén, hanem hazas-
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tarsa részére felajanlott hely is szamit. Hidba kapja meg a feleség almai allasat A varosban,
ha a férj A-ban nem, csak B-ben kap allast. Ha ez azért van, mert 4 korhaza nevesebb, ak[]
kor az ide felvett feleségnek lehet esélye B-ben, és ezzel egy egyéni szempontbol preferalt
parositast ad fel.

12. tétel (Roth [1984]). Ha a hdzasparokat is figyelembe vessziik a felvételi modellben,
nem mindig létezik stabil parositas.

Ezt a kérdést az 1990-es években az NRMP atalakitasakor (Roth—Peranson [1999]) az![]
zal sikeriilt rendezni, hogy a hazastarsak kozos preferencialistat allithattak fel, ahol pozil
cidparokat rangsoroltak (Roth [2008]).

Az NRMP-vel kapcsolatos masik kritika a vidéki korhazakbol érkezett. A tapasztalat
azt mutatta, hogy ezek a korhazak nehezebben toltotték fel allasaikat, és a felvettek kozt
sokan voltak a kiilfoldi egyetemeken végzett medikusok. Felmeriilt a kérdés, hogy ez
vajon miként befolyasolja a vidék orvosi ellatasanak szinvonalat, illetve hogy lehetséges
volna-e az NRMP modositasaval ezen a tendencian javitani. Ez elsére jo otletnek hang[]
zik, hiszen a parositasban részt vevé medikusok jo része kdveti a mechanizmus ajan(]
lasat, tehat ha a mechanizmust lehetne gy modositani, hogy tobb/jobb orvos keriiljon
vidékre, ezzel megoldodna a probléma. Ugyanakkor a lehetdségeknek vannak bizonyos
korlatai. A mechanizmusban valéo magas foka Onkéntes részvétel annak kdszonhetd,
hogy az eredményezett parositas stabil. Ez tehat nem lehet alku targya. Ekkor viszont
a kovetkez6 tételek azt mutatjak, hogy a mechanizmus modositasaval nem érhetd el a
kittizott cél.

A 13. tétel a betdltetlen allasokkal foglalkozik.

13. tétel (Roth [1984]). A felvett hallgatok és a betéltott férohelyek minden stabil parositas
esetén ugyanazok.

A masik igény a felvett medikusok mindségével kapcsolatos. Ha mar nem lehet minden
férdhelyet betolteni, legalabb kapjanak ezek a korhazak jobb rezidenseket.

14. tétel (Roth [1986]). A korhdzhoz, amely valamely stabil parositds esetén nem tudja
minden tiresedését feltolteni, minden stabil parositds pontosan ugyanezeket a medikusokat
rendeli hozza.

Végiil a stratégiai kérdésekre tériink ra.

15. tétel (Roth [1985]). Nincs olyan stabil parositas, amelyben minden korhaz szamara
dominans stratégia a valos preferencidaik felfedése.

Ez azonban, Ugy tlinik, amiatt van, hogy az iskolak/kérhdzak a hazassadgi modellben
inkabb koalicioként viselkednek. A hallgatok leképezése sokkal természetesebb, igy nem
meglepd, hogy rajuk alkalmazhat6 az 5. tétel.

16. tétel (Roth [1986]). A hallgatok szempontjabol optimalis stabil parositas esetén a halll]
gatok szamdra dominadns stratégia preferencidik felfedése.

Az utobbi eredménynek komoly szerepe volt abban, hogy a 90-es évek elején az
NRMP attért a hallgatok szempontjabol optimalis parositasra (leanyvasar helyett le[]
gényvasar). Ha feltételezziik, hogy az iskolak, korhdzak nem viselkednek stratégiai
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félként, azaz nem taktikaznak, ez az algoritmus akar dszinte preferenciafelfedést is
eredményezhet.

17. tétel (Roth [1986]). Vegyiink egy tetszéleges stabil mechanizmust! Ekkor barmely, a
valos preferencidk szerint egyénileg raciondlis parositashoz létezik egy egyensulyi dekla
ralt (tehdt nem valos) preferenciaprofil, ami ezt a parositast eredményezi.

A késleltetett elfogadasi algoritmus tovabbi tulajdonsagait Roth [2008] foglalja dssze.

A késleltetett elfogadasi algoritmus alkalmazasai

Az Egyesiilt Allamok rezidensképzésén tul tobb mas parositasi probléma megoldasara is
hasznaljak a Gale—Shapley-algoritmust vagy egy, azzal ekvivalens mechanizmust. A tell’]
jesség igénye nélkiil: Spanyolorszagban a felsdoktatasi felvételi alapja ez az algoritmus,
bar az Oszinteséget csorbitja, hogy a jelentkezOk csak korlatozott mértékben fedhetik fel
preferenciaikat (Romero-Medina [1998]). Magyarorszagon a kozépiskolai felvételinek egy
az egyben a (jelentkezOk szempontjabol optimalis) késleltetett elfogadési algoritmus, a
felsdoktatasinak pedig az ezzel 1ényegében ekvivalens ponthiizé algoritmus az alapja (Biro
[2008]), de Roth [2008] az alkalmazasok egész sorat hozza Kanadabol és az Egyesiilt Al[]
lamokbol.

Tovabbi parositasi algoritmusok

Az eddigiekben, eltekintve a bevezetd, motivalo példatol, amely aztan végigkisérte az
egész dolgozatot, eddig elsdsorban az elméleti kérdésekkel foglalkoztunk. A tovabbiakban
ratériink a parositasok, elsdsorban a felvételi modell alkalmazasainak targyalasara.

Rezidenskeépzés az Egyesiilt Kiralysagban. Prioritasalapu parositas

Amikor az 1960-as évek kozepén az Egyesiilt Kiralysagban az amerikaihoz hasonlo
problémak jelentkeztek, megoldast itt is a (regionalisan) kézpontositott parositasi me (]
chanizmusokban lattak, amelyeket aztan tobbé-kevésbé az amerikai minta alapjan, a
helyi, regionalis sajatsagokat figyelembe véve vezettek be (lasd Roth [1991]-et, Kagel—
Roth [2000]-t és a benniik szerepld tovabbi hivatkozasokat). E mechanizmusok nagy
része nem adott stabil parositasokat, és igy nem meglepd, hogy az (6nkéntes) részvétel
elmaradt a kivanatostol, és igy — érdeklddés hidnyaban — ezek a mechanizmusok fo!
kozatosan eltlintek. Az is tanulsagos, hogy minddssze kettd volt stabil mechanizmus
(Cardiffban és Edinburghban), ezek igen sikereseknek bizonyultak, és a mai napig
alkalmazzdk &ket. Azota tobb mas régioban is bevezettek stabil mechanizmusokat,
a Skociaban alkalmazott Scottish Foundation Allocation Scheme-t Irving—Manlove
[2009] dokumentalja.

Mi egy instabil mechanizmust vizsgalunk, amelyeket Newcastle-ban és Birmingham!(]
ben vezettek be még az 1960-as években. Itt a hallgatdk és a leend6 konzulensek rangsorol [
tak egymast, és a parok Osszesitett rangja (pontosabban a rangok szorzata) alapjan alakult
ki egy sorrend, majd e szerint a sorrend szerint keriiltek a hallgatok elhelyezésre. igy
elséként az (1, 1)-parok (ahol az els6 szam a hallgatonak a korhaz rangsoraban, a masodik
pedig a korhaznak a hallgato preferenciai szerint elfoglalt helyét jelzi), majd 2-es szorzattal
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rendelkezd (1, 2) illetve (2, 1) parok és igy tovabb keriiltek parositasra. A kiilonbség csak a
dontetlenek elbiralasaban volt, azaz hogy (1, 2) vagy (2, 1) keriil elobb sorra.

A newcastle-i tapasztalat szerint egyre fontosabb lett a hallgatok és konzulensiik kozott
a kozvetlen kapcsolat, a rendszer feladasa el6tt a résztvevok dontd része csak a mar meg/|
kotott egyezség rogzitésére hasznalta, azaz csak az elsérangu preferencidk jelzésére, ami
természetesen hatranyos helyzetbe hozta azokat, akik a rendszert annak eredeti rendelte [
tése szerint hasznaltak.

Hasonl6 algoritmust hasznalnak a német egyetemi felvételi rendszerben (Braun és szer!]
zotarsai [2007]).

Sorozatos diktatiura

Abdulkadiroglu—Sonmez [2003] ravilagitott arra, hogy sok egyesiilt allamokbeli iskolaban
tisztazatlan a felvételi rendje, a dontések gyakran dnkényesek, és legritkabb esetben felel [
nek meg a tudomanyban mar évtizedek ota ismert alapvetd elvarasoknak. Itt ezek koziil az
eredmények koziil tekintiink at néhanyat.

A mar korabban emlitett (véletlen) sorozatos diktatiira alkalmazédsakor a hallgatokat
(véletlen, azaz sorsolassal kialakitott) sorba rendezik, és a soron kovetkezd hallgatdo mint!]
egy diktatorként valaszthat a megmaradt opciok koziil. Akar a Tengerészeti Akadémian
alkalmazott eljarasban, altalanosan igaz, hogy domindns stratégia a preferenciak felfedé!|
se. Amellett, hogy ez nem egy stabil parositd6 mechanizmus, a beiskolazasi algoritmusok
esetében egy masik probléma is felmeriil, nevezetesen, hogy a kiilonb6z6 iskolak mas(]
mas prioritasi sorrendbe rendezik a hallgatokat (példaul minden iskola a helyi hallgatokat
veszi eldre). Tehat a beiskolazasi mechanizmusnak figyelembe és tudomasul kell vennie
az iskolak ilyen jellegli preferenciait. Balinski—Sonmez [1999]; Abdulkadiroglu—Sénmez
[2003] ravilagitanak, hogy a Gale—Shapley-algoritmus nemcsak hogy megfelel ezeknek
az igényeknek, de még olyan tovabbi szempontok figyelembevételére is alkalmas, mint
az ugynevezett szabalyozott valasztas, ahol bizonyos korlatokat alkalmaznak a nemi, faji
vagy etnikai alapti szegregacio csokkentésére.

Szingapurban a tanulmanyi eredmények alapjdn rangsoroljak a hallgatokat (Teo és szer(]
zétarsai [2001]), és — lényegében — az igy kialakult sorrendben valaszthatnak iskolat. A
problémat bonyolitja, hogy a felvételi lapok bekiildése pillanataban még nem ismert a hall[]
gatdk tanulmanyi eredménye, illetve a hallgatok csak hat iskolat nevezhetnek meg, s ha
ezek egyikébe sem nyernek felvételt, akkor a megmaradt helyek valamelyikére, onkényel
sen, elsésorban fizikai kdzelség alapjan keriilnek elhelyezésre.

A bostoni mechanizmus

Ezt az azéta sokat kritizalt mechanizmust Bostonban (1999 ¢és 2005 kozott) €s még vagy
fél tucat més varosban (Ergin—Sénmez [2006], Abdulkadiroglu és szerzotarsai [2005a])
hasznaltak. Az algoritmus a kovetkezd (4bdulkadiroglu—Sénmez [2003]).

1. A jelentkezOk és az iskolak kialakitjak a preferenciaikat. Utobbiak elényben részesitik
a diakok testvéreit, ezutan a gyalogtavolsagon beliil lakokat és mindenekel6tt azokat, akik!]
re mindkettd igaz. Ezen beliil a sorrendet sorsolassal hatarozzak meg.

2. Elsé korben csak az els6 helyen megjelolt iskolat veszik figyelembe. Minden iskola
a hozza jelentkezok kozott az igy meghatarozott preferenciak alapjan, illetve a kapacitas
fliggvényében osztja ki a helyeket.

3. A megmaradt hallgatokat a masodik helyen megjeldlt iskolaba probaljak elhelyezni.
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4. Es igy tovabb, egészen addig, amig el nem fogynak a hallgatok.

A mechanizmus Pareto-optimalis a megadott preferenciak alapjan. Legnagyobb prob(]
1éméja, hogy a jelentkez6knek taktikazniuk kell. Nagyon kockazatos dolog ugyanis olyan
iskolat els6 helyen megjel6lni, ahova nagy a taljelentkezés, hiszen ha ide nem sikertil be[
jutni, kdnnyen lehet, hogy a masodik, harmadik, stb. helyen megjeldlt iskolak is betelnek
(Glazerman és Meyer [1994]). Ennek megfelelden a jelentkezdk jelentds része taktikazni
kénytelen (Chen és Sonmez [2006]).

18. tétel (Ergin—Sénmez [20006]). A bostoni mechanizmusban az iskoldk szamara domil’]
nans stratégia a hallgatokat valos preferenciaik szerint rangsorolni. Minden mas domil
nans stratégia pedig ezzel azonos parositast eredményez.

Tehat az iskolaknak akkor sem érdeke valotlan preferenciak megadasa, ha erre a torvél
nyi keretek lehetséget biztositanak. Ennek tiikrében altalanosan igaz a bostoni mechaniz[]
musra az alabbi tétel:

19. tétel (Ergin—Sonmez [2006]). Vizsgaljuk meg a stratégiai preferenciat kivalaszto jate
kot, ha P a valodi preferencidkat jeloli! A jaték egyensulydhoz tartozo parositasok halmal
za pontosan megegyezik a P preferenciakhoz tartozo stabil parositasokkal.

Fontos hangstlyoznunk, hogy stabil parositasokat csak akkor kaphatunk, ha a jelentke [
z6k megfelelden jelolik meg preferenciaikat.

Mivel a tétel altalaban stabil parositasokrol szol, a /1. tétel alapjan a jelentkezOk szamara
ennél gyengén jobb a hallgatok szempontjabol optimalis késleltetett elfogadasi algoritmus.
Ennek tiikrében nem meglepd, hogy Boston a mechanizmus megvaltoztatasa mellett don(|
tott 2005-ben (Abdulkadiroglu és szerzotarsai [20055], [2006]).

A columbusi algoritmus

A columbusi algoritmus sokban hasonlit a rezidensek koézpontositas eldtti felvételi rend [
szeréhez, azzal a 1ényegi eltéréssel, hogy mivel az elfogadas utan a jelentkezd kikeriil a
rendszerbdl, nem kap utolag kedvez&bb ajanlatot, ami esetleg destabilizalhatna a rend[]
szert, illetve nem meriil fel a jogos irigység problémaja sem.

A Columbus Cityben alkalmazott algoritmus a kovetkezd (Abdulkadiroglu—Sonmez
[2003] alapjan).

1. Minden jelentkezd legfeljebb harom iskolat jellhet meg.

2. Bizonyos iskolaknal garantalt helye van az iskola korzetében lakoknak. Egyébként a
jelentkezOk rangsorat sorsolassal hatarozzak meg.

3. A (még) szabad helyeket a fenti preferenciak figyelembevételével ajanljak meg a jelent
kezoknek. Az ajanlatra harom napon beliil kell valaszolni. Elfogadés esetén a jelentkez6 kil
keriil a rendszerbdl, az elfogadott ajanlat alapjan kertil beiskoldzasra. Ahogy egyes ajanlatok
elutasitasra keriilnek, ezeket a helyeket megajanljak az egyel6re varodlistas jelentkezOknek.

Sajnos azonban a stratégiai megfontolasok itt is komoly szerepet kapnak. Egyaltalan
nem vilagos, hogy mi alapjan célszerii iskolat valasztani, illetve az iskolaktdl kapott ajan(]
latot elfogadni. Az példaul vildgos, hogy a tuljelentkezéssel terhelt legjobb iskolakba valo
jelentkezés ronthatja a jo iskolakba valo bejutas esélyeit, hiszen el6fordulhat, hogy a jelent[ |
kez6 egyik megjeldlt iskolaba sem nyer felvételt, és igy a megmaradt helyek valamelyikére
soroljak be 6t.
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A legjobbcsere-korok modszere

Az Abdulkadiroglu—Sonmez [2003] altal javasolt algoritmus Iényege, hogy az iskolak altal
legjobbnak tartott hallgatok egymas kozott elcserélhetik a megszerzett helyiiket. Elénye,
hogy a hallgatdknak érdeke a valos preferenciak felfedése, tehat az algoritmus orvosolja az
elébbi algoritmusok esetében felmeriilt problémék nagy részét.

1. Minden hallgaté és iskola megnevezi mit/kit rangsorol az els6é helyre. Mivel a részt[]
vevOk szama véges, 1étezik olyan s, C,, s,, ..., C, kor, hogy s, a C-t preferalja, aki viszont
S;.;-t, tovabba C, az s,-t preferalja. Minden hallgaté és minden iskola legfeljebb egy-egy
korhoz tartozik. Minden olyan hallgatét, aki egy ilyen korhoz tartozik, felveszi az altala
megnevezett iskola. Ezzel a hallgato kikeriil a rendszerbdl, az iskolanak pedig eggyel ke[
vesebb szabad helye marad. Ha minden hely elfogyott, akkor az iskola is kikeril a rend[’]
szerbdl, igy a tovabbiakban a hallgatok mar nem nevezhetik meg, mint kedvenciiket.

2. Minden tovabbi 1épésben a megmaradt hallgatok és a megmaradt iskolak vesznek
részt, ettdl eltekintve a 1€pés lefolyasa ugyanaz, tehat a résztvevok megnevezik a preferen(]
cidjukat, majd a korokhoz tartozo hallgatokat az altaluk megnevezett iskola veszi fel.

3. Az algoritmus akkor ér véget, ha a hallgatok elfogynak. Mivel minden 1épésben leg[]
alabb egy hallgaté felvételt nyer, a sziikséges 1épések szdma nem tobb, mint a hallgatok
szama.

20. tétel (Abdulkadiroglu—Sonmez [2003]). A legjobbcsere-kérok mechanizmusa Pareto!)
optimalis és stratégiabiztos.

A mechanizmus nem eredményez stabil parositasokat, de lehetnek olyan helyzetek,
amikor més szempontok fontosabbak. fgy példaul Abdulkadiroglu—Sonmez [2003] ramul
tat, hogy ha Columbus Cityben olyan fontos a helybéliek prioritasa, hogy garantalt helytik
van az iskolakban, ez a mechanizmus kozelebb all a térvényhozoé szandékahoz.

Osszegzés

Az iskolai felvételi rendszereknek se szeri, se szama, ezek jo része azonban részben vagy

teljesen dnkényes, informalis dontésen alapszik. Szerencsésebb esetben rogzitésre keriil(]
nek bizonyos szabalyok, de ezek lehetnek éppoly dnkényesek. A parositasok irodalma lehe [
toséget kindl a mechanizmusok absztrakt, matematikai formaban valé megfogalmazasara,

majd ezek tulajdonsagainak elemzésére. Bevezettiik a matematikai modellt, a parositasok

egyes tulajdonsagait, és igazoltuk ezek jelentdségét. Megmutattuk, hogy a stabilitas és a

stratégiabiztossag egyszerre nem teljesiilhetnek, igy nincs is egyértelmiien legjobb parol]
sitasi mechanizmus.

Megvizsgaltunk tehat néhany mechanizmust, amelyek vilagos szabalyrendszeriiknek
kdszonhetéen kdnnyen modellezhet6k matematikailag. Az atlathatdsadg hatranya, hogy a
hibak konnyebben észrevehetdk, bar a legtobb esetben a felvételi rendszerek hasznaloi
mindenféle matematikai modell nélkiil mondtak itéletet. Az NRMP késleltetett elfogadasi
algoritmusanak bevezetése utan az (6nkéntes) részvétel igen magas volt, és a résztvevok
elfogadtak a rendszer ajanlésait. Ezzel szemben az Egyesiilt Kiralysagban bevezetett, csak
feliiletes hasonlosagot mutatdé mechanizmusok kudarcot vallottak, a részvétel csak formall
lis volt. Ugyanigy, a beiskolazasi algoritmusok is meglehetdsen nagy valtozatossagot mul]
tatnak: itt a legtobb kritika nem a stabilitassal, hanem a stratégiai kérdésekkel kapcsolatos.
Mivel a valddi preferenciak felfedése nem dominans stratégia (sot: ez csak a legritkabb
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esetben elonyos), a jelentkezoknek nem kis fejtorést és izgalmat okoz a megfeleld jelentl |
kezési taktikak kivalasztasa (Ergin—Sonmez [2006]). Bar sok felvételi program dicsekl]
szik azzal, hogy rendkiviil magas aranyban keriilnek hallgatok az elsé helyen megjelolt
iskolaikba (Glenn [1991], Glazerman—Meyer [1994]). Ez nagyon jol hangzik, de sajnos
ezek az értékelések azt nem vizsgaljak, hogy mindez hogy viszonyul a résztvevok valodi
preferenciaihoz.

Osszefoglalonkban a felvételi rendszerek modellezésére hasznélt kétoldala parositéaso ]
kat vizsgaltuk. Biro [2006] ad — magyar nyelven — egy szélesebb korii attekintést.
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Fiiggelék
Az orszagos rezidenspdrosito program (NRMP) algoritmusa

Az alabbiakban Roth [1984] alapjan bemutatjuk az Egyesiilt Allamok orszagos rezidenspal’
rositd programjanak (NRMP) algoritmusat.

Minden korhaz rangsorolja a jelentkezéket (X-szel megjeldlve a nem elfogadhatokat), és
minden hallgaté rangsorolja a korhazakat, amelyekhez jelentkezett (hasonléan megjeldlve
az érdekteleneket). Az igy elkészitett lapokat kell a kdzpontba eljuttatni, ahol els6é kdrben
a korhazi rangsorokat megtisztitjak a korhazat elfogadhatatlanként megjel6lo hallgatoktol,
és ugyanigy a hallgatok rangsorat az 6ket elfogadhatatlanként megjelolé korhazakétol. A
szerkesztett listak tehat elfogadhato alternativakat rangsorolnak.

Ezeket a listakat egy feldolgoz6 algoritmusba taplaljak, amely egyrészt egy parosito fal)
zisbol, majd egy probaparositas és javitas fazisbol all. A parosito fazis elsé 1épése (az 1/1.
1épés) azt vizsgalja, hogy akadnak-e olyan korhazak és hallgatok, amelyek egymas rangso!(]
raban els6 helyen szerepelnek. (Ha egy H,korhaz kvoétaja g,, akkor mindez a g, els6 helyen
rangsorolt hallgatora vonatkozik.) Ha nincs ilyen talalat, akkor az algoritmus ratér a 2/1.
lépésre. Itt a hallgatok listajan masodik helyen szereplé korhazakat viszonyitjuk a korhazak
listajan elsé helyen szereplé nevekkel. Ha nincsenek talélatok, az algoritmus tovabblép. A1l
talaban a k/1. Iépésben a parosit6 fazis soran olyan hallgato—korhaz parokat keresnek, hogy
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a korhaz a hallgatot az els6 helyre sorolja, a korhaz pedig k-adik helyen szerepel a hallgatok
rangsoraban. Ha valamely k-ra van talalat, akkor ratér a masodik fazisra.

Itt a talalt part ideiglenesen 0sszeparositjak, azaz a hallgatot, akit az altala k-adik helyen
megjelolt korhaz elsoé helyen rangsorol, ehhez a korhazhoz rendeljiik. Ekkor a hallgatok
€s a korhazak rangsorait a kovetkez6 médon modositjuk. Minden koérhaz, amelyet az s;
hallgat6 hatrébb rangsorol, mint jelenlegi, ideiglenes parjat, torlésre keriil (ha tehat most a
k-adik preferencidjahoz kertilt, akkor csak az elsd & tagot tartjuk meg). Egyuttal st toroll]
jilk minden, s; listdjarol torolt korhaz listajarol (tehat ezen a listan mar csak olyan hallgatok
maradnak, akik még nem keriiltek egy preferalt korhazhoz). Vegyiik észre, hogy ha egy
korhaz preferalt hallgatdjat tordljiik a rangsorabdl, azzal a tobbi hallgato eggyel elérébb
1ép, hiszen igy ugyanazon kvota mellett kevesebb hallgatot tartalmaz a rangsor. Miutan a
rangsorokat frissitettiik, az algoritmus visszatér az elsé fazisba, ami a frissitett rangsorok
mellett keres parokat. Barmilyen 0j parositas feliilirja az aktualis, ideiglenes parositasokat.
(Megjegyzendd, hogy az 1j parositas csak javithat a hallgaté meglevé hozzarendelésén,
hiszen a hatrébb rangsorolt korhazakat toroltiik.) Az algoritmus véget ér, ha nem talal uj
ideiglenes taldlatokat, ekkor az ideiglenes parokat véglegesiti. A par nélkiil maradt hall[J
gatdk vagy korhazi helyek nem keriilnek parositasra, €s kdzvetleniil probalhatnak mas
parositatlanul maradt hallgatokkal, illetve helyekkel egyezkedni.
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